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Les séries de Fourier sont des séries de fonctions périodiques.
L’objet est de décomposer un signal périodique en somme de sinus et cosinus de fréquences égales à,
et multiples de, la fréquence du signal de base.

1. Espace Vectoriel CT (R) des applications continues, T-périodiques

1.1. Espace vectoriel CT (R)

Théorème :
CT(R), l’ensemble des applications continues, T-périodiques, R→R est un espace vectoriel réel.

Démonstration : C’est clairement un sous-espace vectoriel de C 0 (R,R) puisque
• CT (R) est non vide,
• une combinaison linéaire d’applications T-périodique est T-périodique.

1.2. Norme et produit scalaire sur CT (R)

Théorème : Sur CT (R) : 〈f ,g〉 =
1
T

∫ α+T

α

f (t)g(t) dt est un produit scalaire.

La norme associée est : ‖f ‖ =

√
1
T

∫ α+T

α

f 2 (t)dt

Si les applications sont simplement continues par morceaux,

〈f ,g〉 =
1
T

∫ T/2

−T/2
f (t)g(t) dt est une forme bilinéaire symétrique positive.

Démonstration :
• 〈·, ·〉 est clairement bilinéaire symétrique, par linéarité de l’intégrale.

• 〈f , f 〉 =
1
T

∫ α+T

α

f 2(t) dt > 0, la forme quadratique est positive.

• 〈f , f 〉 = 0⇒
∫ α+T

α

f 2(t) dt = 0, on applique le théorème des 3 conditions à : t→ f 2(t).

Cette application est :
◦ positive,
◦ continue,
◦ d’intégrale nulle sur [α,α+T],
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 -  Séries de Fourier

donc ∀t ∈ [α,α+T] , f 2(t) = 0, donc f (t) = 0 et comme f est T-périodique, ∀t ∈ R, f (t) = 0 et donc
f = 0.
〈·, ·〉 est donc bien bilinéaire symétrique, définie positive, c’est un produit scalaire.

1.3. Famille orthogonale

Théorème : La famille
{
(t→ cosnωt)n∈N , (t→ sinnωt)n∈N∗

}
est orthogonale pour ce produit scalaire.

Démonstration : Il faut vérifier que ces applications sont 2 à 2 orthogonales.
1
T

∫ T

0
cosnωt cospωt dt =

1
2T

∫ T

0
cos(n+ p)ωt + cos(n− p)ωt dt = 0 (n , p)

1
T

∫ T

0
sinnωt sinpωt dt =

1
2T

∫ T

0
cos(n− p)ωt − cos(n+ p)ωt dt = 0 (n , p)

1
T

∫ T

0
cosnωt sinpωt dt =

1
2T

∫ T

0
sin(n+ p)ωt + sin(p −n)ωt dt

= − 1
2T

[
cos(n+ p)ωt

n+ p
+

cos(p −n)ωt
p −n

]T
0

= 0

On a fait ce dernier calcul quand n , p mais le résultat est le même quand p = n car le deuxième sinus
disparait directement.

1.4. Projection orthogonale de f

On va travailler ici pour les applications à valeur réelle.
Soit :

En = Vect (1,cosωt,cos2ωt, . . . ,cosnωt,sinωt,sin2ωt, . . . ,sinnωt)

dont une base orthonormale est :(
1,
√

2cosωt,
√

2cos2ωt, . . . ,
√

2cosnωt,
√

2sinωt,
√

2sin2ωt, . . . ,
√

2sinnωt
)

La projection orthogonale f sur En est donc :

p (f ) (t) = 〈f ,1〉1 +
n∑

k=1

〈
f ,
√

2coskωt
〉√

2coskωt +
n∑

k=1

〈
f ,
√

2sinkωt
〉√

2sinkωt

Pour simplifier, on appelle :
• a0 : le terme constant ;
• ak : le coefficient de coskωt dans la projection ;
• bk : le coefficient de sinkωt dans cette même projection.
Ce qui donne :

• a0 = 〈f ,1〉 =
1
T

∫ α+T

α

f (t) dt ;

• ak =
〈
f ,
√

2coskωt
〉√

2 =
2
T

∫ α+T

α

f (t)cosnωt dt pour k ∈N∗ ;

• bk =
〈
f ,
√

2sinkωt
〉√

2 =
2
T

∫ α+T

α

f (t)sinnωt dt pour k ∈N∗.
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1.5. Formule de Parseval

Théorème : f :R→K,K =R ou C,
f T-périodique, continue par morceaux sur R, alors :

1
T

∫ T/2

−T/2

∣∣∣f 2(t)
∣∣∣dt =

1
T

∫ α+T

α

∣∣∣f 2(t)
∣∣∣dt =

∣∣∣a2
0

∣∣∣+
1
2

+∞∑
n=1

(∣∣∣a2
n

∣∣∣+
∣∣∣b2

n

∣∣∣)

Si la fonction est réelle :
1
T

∫ T/2

−T/2
f 2(t) dt =

1
T

∫ α+T

α

f 2(t) dt = a2
0 +

1
2

+∞∑
n=1

(
a2
n + b2

n

)
Si, de plus, f est 2π-périodique,

1
2π

∫ π

−π
f 2(t) dt =

1
2π

∫ α+2π

α

f 2(t) dt = a2
0 +

1
2

+∞∑
n=1

(
a2
n + b2

n

)
Interprétons avec la projection du paragraphe précédent : la norme de cette projection de f sur En

est :

‖p (f )‖2 = 〈f ,1〉2 +
n∑

k=1

〈
f ,
√

2coskωt
〉2

+
n∑

k=1

〈
f ,
√

2sinkωt
〉2

=
(

1
T

∫ α+T

α

f (t) dt
)2

+
n∑

k=1

(
1
T

∫ α+T

α

f (t)
√

2coskωt dt
)2

+
n∑

k=1

(
1
T

∫ α+T

α

f (t)
√

2sinkωt dt
)2

=
(

1
T

∫ α+T

α

f (t) dt
)2

+
n∑

k=1

(
1
√

2

2
T

∫ α+T

α

f (t)coskωt dt
)2

+
n∑

k=1

(
1
√

2

2
T

∫ α+T

α

f (t) sinkωt dt
)2

= a2
0 +

n∑
k=1

1
2
a2
k +

n∑
k=1

1
2
b2
k

On voit bien que la formule de Parseval est la limite d’une égalité de normes.

Les
1
2

viennent du fait que les cosinus et sinus ne sont pas de norme 1 mais de norme
1
√

2
.

2. Série de Fourier d’une application T-périodique

Pour une application f , T-périodique, continue par morceaux, on va pouvoir déterminer la série de
Fourier de f en utilisant les coefficients calculés lors de l’étude de la projection orthogonale de f .
Dans un deuxième temps, il va falloir déterminer
• si la série de Fourier de f converge et, de plus,
• quelle est sa somme.
On verra que si f n’est pas continue et de classe C 1 par morceaux, ce ne sera pas toujours f (x) en tous
points...

2.1. Coefficients de Fourier d’une application T-périodique continue par morceaux

Dans les séries de Fourier, assez souvent, on n’a de formule pour f que dans un certain intervalle, on
veillera donc à n’utiliser cette formule que sur cet intervalle...
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 -  Séries de Fourier

a/ Application T-périodique

Définition : f :R→K, T-périodique, continue par morceaux sur R. On pose, avec ω =
2π
T

,

a0 =
1
T

∫ T/2

−T/2
f (t) dt

∀n ∈N∗, an =
2
T

∫ T/2

−T/2
f (t)cosnωt dt =

2
T

∫ α+T

α

f (t)cosnωt dt

∀n ∈N∗, bn =
2
T

∫ T/2

−T/2
f (t)sinnωt dt =

2
T

∫ α+T

α

f (t)sinnωt dt

Ce sont les coefficients de Fourier de f . Et a0 est la valeur moyenne de f .

Bien sûr, si f est à valeurs réelles, les coefficients de Fourier de f sont réels.

b/ Application 2π-périodique

Quand f est 2π-périodique, les coefficients sont :

a0 =
1

2π

∫ π

−π
f (t) dt

∀n ∈N∗, an =
1
π

∫ π

−π
f (t)cosnt dt =

1
π

∫ α+2π

α

f (t)cosnt dt

∀n ∈N∗, bn =
1
π

∫ π

−π
f (t)sinnt dt =

1
π

∫ α+2π

α

f (t)sinnt dt

Dans le cas où f est paire ou impaire, on peut travailler sur une demi-période, mais pas

n’importe laquelle : impérativement
[
0,

T
2

]
.

c/ Application 2π-périodique et paire

Dans le cas où f est paire et 2π-périodique,

a0 =
1
π

∫ π

0
f (t) dt

∀n ∈N∗, an =
2
π

∫ π

0
f (t)cosnt dt

∀n ∈N∗, bn = 0

d/ Application 2π-périodique et impaire

Dans le cas où f est impaire et 2π-périodique,

∀n ∈N, an = 0
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∀n ∈N∗, bn =
2
π

∫ π

0
f (t)sinnt dt

e/ Coefficients de Fourier complexes

Si cela est plus facile, on peut calculer

c0 = a0 =
1
T

∫ α+T

α

f (t) dt

cn =
1
T

∫ α+T

α

f (t)e−inωt dt =
an − ibn

2
pour n ∈N∗

Si f est à valeurs réelles, an et bn sont réels, et donc : an = 2Re(cn) et bn = −2Im(cn)

f/ Résumé

Tout ceci est résumé dans le tableau 1 page suivante.

2.2. Série de Fourier associée à une application T -périodique continue par morceaux

a/ Application T-périodique

Définition :
f :R→K, T-périodique, continue par morceaux sur R, on appelle série de Fourier de f , la série

S(f )(t) = a0 +
+∞∑
n=1

(an cosnωt + bn sinnωt) avec : ω =
2π
T

Si f est paire, il n’y a pas de terme en sinus,
tandis que si f est impaire, il n’y a pas de terme en cosinus.

b/ Application 2π-périodique

Dans le cas où f est 2π-périodique,

S(f )(t) = a0 +
+∞∑
n=1

(an cosnt + bn sinnt)

3. Convergence d’une série de Fourier : théorèmes de Dirichlet

Les théorèmes de convergence, délicats à montrer, seront admis.

A priori,
• rien n’assure que la série de Fourier converge en tous points ;
• et, en un point où la série de Fourier converge, rien n’assure que S(f )(t) = f (t).
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T
a
b
l
e

1
–

C
oeffi

cien
ts

d
e

Fou
rier

:tou
s

se
d

édu
isen

t
d

e
la

p
rem

ière
colon

n
e

!

f
p

aire
f

im
p

aire

T-p
ériod

iqu
e

2
π

-p
ériod

iqu
e

T-p
ériod

iqu
e

2
π

-p
ériod

iqu
e

T-p
ériod

iqu
e

2
π

-p
ériod

iqu
e

a
0

1T ∫
α

+
T

α

f
(t)d

t
12
π ∫

α
+

2
π

α

f
(t)d

t
2T ∫

T
/2

0
f

(t)d
t

1π ∫
π

0
f

(t)d
t

0
0

a
n

(n
>

1)
2T ∫

α
+
T

α

f
(t)cosn

ω
t

d
t

1π ∫
α

+
2
π

α

f
(t)cosn

t
d
t

4T ∫
T
/2

0
f

(t)cosn
ω
t

d
t

2π ∫
π

0
f

(t)cosn
t

d
t

0
0

b
n

(n
>

1)
2T ∫

α
+
T

α

f
(t)sin

n
ω
t

d
t

1π ∫
α

+
2
π

α

f
(t)sin

n
t

d
t

0
0

4T ∫
T
/2

0
f

(t)sin
n
ω
t

d
t

2π ∫
π

0
f

(t)sin
n
t

d
t

c
n

(n
∈
N

)
1T ∫

α
+
T

α

f
(t)e −

in
ω
td

t
12
π ∫

α
+

2
π

α

f
(t)e −

in
td

t
Sans

objet
Sans

objet
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3.1. f de classe C 1 par morceaux, T-périodique

Redonnons d’abord un exemple de fonction qui soit continue mais pas de classe C 1 par morceaux,
avec la figure 1, ci-dessous. Ce sont ici les tangentes verticales qui empèchent la classe C 1 par mor-
ceaux.

y

x
0 a b

Figure 1 – Exemple d’application continue mais pas de classe C 1 par morceaux

Théorème : f de classe C 1 par morceaux sur R, T-périodique
⇒ la série de Fourier de f converge en tous points, et est de somme

S(f )(t) =
f (t + 0) + f (t − 0)

2

où f (t + 0) et f (t − 0) sont les limites à droite et à gauche de f .

En tous points où f est continue, on a : S(f )(t) = f (t).
Il n’y a qu’aux points où f est discontinue qu’il risque d’y avoir S(f )(t) , f (t).
On fera donc un graphe de la fonction sur un peu plus d’une période
• pour repérer les points de discontinuité,
• voir si la valeur au point est la demi-somme des limites à droite et à gauche,
• et vérifier de toutes façons le caractère C 1 par morceaux sur R de f .

Si, en un point de discontinuité, on n’a pas f (t) =
f (t + 0) + f (t − 0)

2
, alors, on considère une application

f̃ égale à f partout où elle est continue et f̃ (t) =
f (t + 0) + f (t − 0)

2
là où f est discontinue.

Comme il n’y a qu’en quelques points que f et f̃ sont différentes, elles ont la même série de Fourier.
Par conséquent, la série de Fourier de f a pour somme f̃ .

3.2. f continue, de classe C 1 par morceaux sur R, T-périodique

Théorème : f continue et de classe C 1 par morceaux sur R, T-périodique
⇒ la série de Fourier de f converge en tous points, et : S(f )(t) = f (t).
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 -  Séries de Fourier

3.3. Deux exemples

Nous allons « observer » la convergence des séries de Fourier de deux applications de classe C 1 par
morceaux sur R, l’une continue, l’autre discontinue.

a/ f continue

Soit f paire, 2π périodique, valant
π

2
− t sur [0,π]. Le calcul de la série de Fourier est simple. Les bn

sont nuls, les a2k aussi et les a2k+1 valent
4

π (2k + 1)2 . Ainsi la série de Fourier est :

S(f )(x) =
4
π

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)2 cos(2k + 1)x

On s’intéresse ici aux sommes partielles : S2p+1(f )(x) =
4
π

p∑
k=0

1

(2k + 1)2 cos(2k + 1)x

On ne dispose ici d’une formule explicite de f (t) que sur [0,π]. On veillera avec soin à ne pas
utiliser cette formule en dehors de cet intervalle !

On voit sur la figure 2, de la présente page, quelques sommes partielles de la série de Fourier de g.

y

x

1

p = 0

y

x

1

p = 2

y

x

1

p = 4

y

x

1

p = 8

Figure 2 – Sommes partielles de la série de Fourier pour une application continue

On peut voir que la convergence de la série de Fourier vers la fonction est rapide.
Quelques harmoniques suffisent, un grand nombre n’apporte rien de plus.

b/ f discontinue

Soit g impaire, 2π périodique, valant 1 sur ]0,π[. Elle vaut donc 0 en 0 et en π. Le calcul de la série de

Fourier est simple. Les an sont nuls, les b2k aussi et les b2k+1 valent
4

π (2k + 1)
. Ainsi la série de Fourier
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est :

S(g)(x) =
4
π

+∞∑
k=0

1
2k + 1

sin(2k + 1)x

On s’intéresse ici aux sommes partielles : S2p+1(g)(x) =
4
π

p∑
k=0

1
2k + 1

sin(2k + 1)x

On voit sur la figure 3, de la présente page, quelques sommes partielles de la série de Fourier de g.

y

x

1

p = 0

y

x

1

p = 2

y

x

1

p = 4

y

x

1

p = 8

Figure 3 – Sommes partielles de la série de Fourier pour une application discontinue

On voit ici que la discontinuité entraîne une convergence beaucoup plus lente et qu’il faut un grand
nombre d’harmoniques pour « recopier » avec précision le signal.

4. Petits compléments

4.1. Quelques valeurs utiles

On n’oubliera pas que pour n ∈Z, einπ = (−1)n , ei
π
2 = i, cosnπ = (−1)n, sinnπ = 0

4.2. Sommation de certaines séries numériques

Les série de Fourier permettent de calculer facilement la somme de certaines séries numériques.

On considère donc : f (t) = a0 +
+∞∑
n=1

(an cosnt + bn sinnt) d’un coté

et
+∞∑
n=0

un d’un autre. (cas de la période 2π)

• Si les un « ressemblent » aux an ou aux bn.
Alors, on obtient la somme en prenant une valeur particulière de t. Le plus souvent, on essaye

0,π,
π

2
...
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• Si les un « ressemblent » aux a2
n ou aux b2

n. (avec en plus un module s’ils ne sont pas réels)
Alors, on obtient la somme en utilisant la formule de Parseval.

4.3. Somme d’une série trigonométrique

On sait parfois que : f (t) = a0 +
+∞∑
n=1

(an cosnωt + bn sinnωt), ce résultat ayant été acquis sans le théo-

rème de Dirichlet. (On obtient parfois un tel résultat en utilisant des séries entières en eiωt et e−iωt.)

A priori, rien ne prouve qu’il s’agit de la série de Fourier de f .

Pour arriver au résultat, l’énoncé vous guide ...
Le plus souvent, on prouve que cette série trigonométrique peut s’intégrer terme à terme sur une

période, ce qui revient à l’inversion de signes
∑

et
∫

.

Alors l’orthogonalité des cosnωt et sinnωt permettra de conclure qu’on a bien la série de Fourier de
f .

5. Compléments

5.1. Colbert, lycée numérique

a/ Maple

Si on veut calculer des coefficients de Fourier avec Maple, il ne faudra pas oublier, si on veut que
Maple pense à simplifier certains résultats de lui préciser que n est un entier par
> assume(n,integer) ;

Il faudra de plus sans doute demander ces simplifications, par exemple par
> normal(a(n)) ; si a(n) est un des coefficients de Fourier.

b/ HP 40G-GS

Il y a une fonction FOURIER dans le menu DIFF du CAS.
Elle donne le coefficient de Fourier complexe cn, mais je n’en recommande pas l’usage car la période
est toujours [0,T], cette période étant la valeur de la variable PERIOD. . .
Le mieux est de calculer (à la calculatrice !) les intégrales qui vous intéressent et simplifier le résultat,
compte tenu que n est un entier.

c/ HP 50G

Il y a une fonction FOURIER dans le sous-menu DERIV & INTEG du menu CALC.
Elle donne le coefficient de Fourier complexe cn, mais je n’en recommande pas l’usage car la période
est toujours [0,T], cette période étant la valeur de la variable PERIOD. . .
Le mieux est de calculer (à la calculatrice !) les intégrales qui vous intéressent et simplifier le résultat,
compte tenu que n est un entier.

d/ TI 89

Il faut ici calculer (à la calculatrice !) les intégrales qui vous intéressent et simplifier le résultat, compte
tenu que n est un entier.
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e/ TI N-inspire CAS

Il faut ici calculer (à la calculatrice !) les intégrales qui vous intéressent et simplifier le résultat, compte
tenu que n est un entier.

f/ ClassPad 300

5.2. Les mathématiciens du chapitre

Riemann Bernhard 1826-1866 Rappelons ce grand mathématicien allemand, auteur de nombreux
travaux sur les séries trigonométriques...

Fourier Joseph 1768-1830 C’est ce français qui, à juste titre, a laissé son nom au chapitre...

Dirichlet Gustav 1805-1859 Ce mathématicien allemand a aussi laissé, à juste titre, son nom aux
conditions suffisantes de convergence...

Parseval Marc 1755-1836 L’égalité de Parseval est bien due à ce mathématicien français.

5.3. Un peu de musique...

Dans notre gamme de musique, une octave est l’ensemble des notes de do à si. Les octaves sont numé-
rotées. L’octave de base est la no 3. On repère ainsi une note par son nom et son numéro d’octave.
Une note « maintenue », comme à l’orgue par exemple, est un signal périodique d’une certaine fré-
quence. Le la-3 du diapason est aujourd’hui fixé à 440 Hz. On passe d’une octave à la suivante en
doublant la fréquence, et donc à la précédente en la divisant par deux.
Ce signal n’est pas sinusoïdal et on le décompose en série de Fourier. On parle alors de fondamentale
pour la première composante et d’harmoniques pour les autres. Il se peut donc que des notes diffé-
rentes aient des harmoniques communes : en première approximation, on parlera alors d’accord 1.
L’accord de do majeur est do-mi-sol. On a, par exemple, le do-3 à 262 Hz, le mi-3 à 327,5 Hz et le
sol-3 à 393 Hz 2, on obtient le tableau suivant des premières harmoniques communes où on a noté à
chaque fois le coefficient multiplicateur de fréquence, c’est à dire le « n » des séries de Fourier. Il faut
lui enlever 1 pour avoir le numéro de l’harmonique.

786 Hz 1310 Hz 1572 Hz

sol-4 mi-5 sol-5

sol-3 393 Hz quinte 2 4

mi-3 327,5 Hz tierce 4

do-3 262 Hz tonique 3 5 6

1. Même si les musiciens discutent cette définition... Pour eux, un accord s’identifie « à l’oreille » !
2. Ce ne sont pas tout à fait les fréquences « théoriques » de la gamme tempérée. Avec le la-3 à 440 Hz, on devrait avoir

respectivement : 261,63 Hz, 329,63 Hz et 392 Hz...
On obtient ces valeurs théoriques en considérant que les demi-tons sont en échelle logarithmique et qu’on monte ainsi

d’un demi-ton en multipliant la fréquence par 12√2. On double bien la fréquence tous les douze demi-tons.
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