Compléments d’algebre linéaire
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Dans tout le chapitre, E est un espace vectoriel sur K (IR ou C), de dimension finie ou non.
Les différentes parties de ce chapitre, formé de compléments, sont largement indépendantes.

1. Familles de vecteurs

I désigne un ensemble d’indices, non nécessairement fini. Par exemple {1,2,...,n}, N, R...
& désigne la famille des (u;)

iel

1.1. Famille libre

Définition : & est libre & toute sous-famille finie de & est libre.
C’est a dire :

VY] c1,] finie Zocjuj =0=>Vje], a;=0
jel

Exemple: Dans R[X], (X"),cp est une famille libre.

1.2. Famille génératrice

Définition : & est génératrice < tout vecteur de E est combinaison linéaire de vecteurs de 7.
C’est a dire :

YueE,d]cl,] finie 3 (oc]-)je] tel que u = Zaju]-
jel

Exemple: Dans R[X], (X"),cp est aussi une famille génératrice.

1.3. Propriétés

¢ Ceci étend bien les définitions en dimension finie.

¢ Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

* Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.

* ¢:E — Flincaire, (u;);; génératrice de E = (¢ (u;));c; est génératrice de Im(E)

(u47);ep libre

Théoreme : B = u est combinaison linéaire des (u;);¢;
(1, (47);01) lie
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2-2 Compléments d’algebre linéaire

Démonstration : Une liaison contenant des coefficients non nuls contient nécessairement u avec un
coefficient non nul...
On écrit: Au+) X\u;=0

iel
SiA=0,alors ) A;u; =0, mais comme cette famille est libre, chaque A; est nul, ce qui est impossible.
i€l
-2 Ay
SiA#0,alors:u= ZEI)\ , ce qui prouve le résultat annoncé. |

Théoréme : L'image d’une famille libre par une application linéaire injective est libre.

Démonstration : ]%ocj(p(uj) =0 :»(p[j%ocj uj] =0 :>J%oc]~ uj=0=>Vvjela;=0 ]

2. Equations linéaires

Dans cette partie, E et F sont des espaces vectoriels sur K (R ou C), de dimension finie ou non.
D’autre part, ¢ : E — F est une application linéaire.

2.1. Equation linéaire
Définition : Une équation linéaire est une équation du type ¢ (u) = b.

La résoudre, c’est chercher tous les vecteurs u tels que ¢ (u) = b.

Exemple: Ilyade trées nombreux exemples différents. On peut citer :

* les systemes linéaires classiques,

* les suites vérifiant une relation de récurrence linéaire, qu’on étudiera au chapitre suivant,
* les équations différentielles linéaires...

2.2. Equation linéaire homogéne (b = 0)
Théoreme : L'ensemble des solutions de ¢ (1) = 0 est un sous-espace vectoriel de E, noté ker (¢).
En particulier, u = 0 est toujours solution.

2.3. Equation linéaire non homogeéne (b = 0)

Théoreme : Si b ¢Im (), alors 'ensemble des solutions est vide.
Sibelm(g),alors Jug € E, ¢(ugy) =b.
L’ensemble des solutions est alors

ug+ker(p)={ueE dyeker(p), u=uy+y}

Démonstration : (4 —ug) est solution de I’équation homogéne associée. ]

2.4. Superposition des solutions

Théoreme : Soit 1’équation linéaire ¢ (u) = by + by, avec u; solution de ¢ (u) = by, et u, solution de
¢ (u) = by. Alors uy + u, est solution de @ (u) = by + b, la solution générale étant u; + u, + ker (o).

Démonstration : @ (uy + uy) = @ (uy) + @ (uy) = by +b,. [ |

Cours de Spé T.S.I. © Christophe Caignaert — Lycée Colbert — 59200 Tourcoing — http://c.caignaert.free.fr



Compléments d’algebre linéaire 2-3

2.5. Exemples

On a déja rencontré I’an dernier de nombreux problémes linéaires. En particulier :

* les systémes linéaires de p équations a g inconnues;

* les équations différentielles linéaires du premier ordre, a coefficients constant ou non;
* les équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants.

Mais ce ne sont pas les seuls!

3. Eléments propres d'un endomorphisme

Notation : E est un espace vectoriel sur K (R ou C), de dimension finie ou non.
¢ : E — E est un endomorphisme.

3.1. Valeurs propres et vecteurs propres

Définition: X elKetu €E estun couple valeur propre, vecteur propre de ¢ & (4)= A
@ (u)=A\u

Un vecteur propre n'est jamais nul.

Théoreme : \ € K est une valeur propre de ¢ < ker (¢ — \.Idg) = {0}

Définition : L'ensemble des valeurs propres de ¢ est le spectre de ¢.

3.2. Sous espaces propres

Définition : Si A € K est une valeur propre de ¢, on appelle sous-espace propre de ¢ associé a la
valeur propre A,

Eyn={ue€E, o(u)=A\uj}

C’est donc I’ensemble des vecteurs propres associés a A auxquels on adjoint le vecteur nul.

Théoréme : Le sous espace propre de ¢ associé a la valeur propre A, E) est un sous-espace vectoriel
de E.

Démonstration : E) = ker (¢ — \.Idg) est dons un sous espace vectoriel puisque c’est un noyau. |

On note E, =ker (¢ — \.Idg) méme quand A n’est pas valeur propre de ¢.
D’une facon plus particuliere, Eq = ker (¢).
Ainsi, 0 est valeur propre < ¢ n’est pas injective.

Théoreme : 2 sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont en somme di-
recte.

Démonstration : Soit u € E\NE, alors ¢ (u) = Au =p.u,dou (A\—p).u =0 et comme A—p=0,u=0.m
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2-4 Compléments d’algebre linéaire

3.3. Vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes

Théoréeme: EunK-e.v., o€ Z(E),
A1, Ap,..., A, nvaleurs propres distinctes 2 a 2,
Uy, Uy,..., Uy, : N vecteurs propres associés,

alors la famille (uy, uy,...,u,) est libre.

Démonstration : On pose
o Uy +0ouy+-+auu, =0
a laquelle on applique ¢:
Op A U+ AUy + -+ A, =0
a laquelle on retire A, fois la relation précédente, d’our :
ap (A =Ap)up +ax (A= Ap)up+ -+ oy (Mg = Ay)tyg =0

Pour conclure, il suffit de remarquer que si (1, us,...,u,_1) est libre, alors (uy, uy,...,u,) est libre.
Comme (u;) est libre, on a le résultat. |

3.4. Exemples

1. Homothétie de rapport A
Une homothétie de rapport A posséde une unique valeur propre A et Ey = E.
Tous les vecteurs, sauf le vecteur nul, sont propres.

2. E=FaG

* Soit p la projection sur F parallelement a G.
1 et 0 sont les deux valeurs propres, E; =Fet Ej = G.
On écrit la décomposition canonique selon la somme directe d'un vecteur non nul, propre
pour A, u =v +w, a laquelle on applique p.
Ce quidonne: p(u)=v = v+ Aw, etenfin, (A—1)v+ A w =0.
v et w ne sont pas tous les 2 nuls puisque u ne ’est pas.
Comme A ne peut a la fois étre égala 1 et a 0, v et w sont liés et donc I'un des 2 est nul. Ce qui
entraine A\=1letw=0oul=0etv=0.
I ne reste qu’a conclure.

* Soit s la symétrie par rapport a F, parallelement a G.
1 et -1 sont les deux valeurs propres, E; =FetE_; =G.
Le résultat est immédiat en écrivant s = 2p —1d.

X
3. Soit E=¢°[R] et ¢: E — E telle que (p(f):XHj f(t)dt
0

En un mot, ¢ (f) est la primitive de f qui s’annule en 0.
On va chercher les éléments propres de ¢.

I1 faut d’abord vérifier que @ est bien un endomorphisme, c’est a dire que c’est une application
de E dans E qui est linéaire.

@ (f) est clairement continue puisque c’est une primitive d’une application continue.
De plus @ est bien linéaire par linéarité de l'intégration, ¢ est donc bien un endomorphisme.

Cherchons en les éléments propres, c’est a dire les applications f non identiquement nulles et
les scalaires A tels que @ (f)=A-f

On écrit cette égalité pour un x quelconque :
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@ (f)(x)=Af (x) ou encore J\f (t)dt = Af (x) pour tout x réel.
0

X

Si A =0, pour tout x réel, j f(t)dt =0, en dérivant, f (x) =0, f est 'application nulle et n’est
0

donc pas un vecteur propre, 0 n’est donc pas valeur propre.

Donc A # 0, d’'out f est de classe %! sur R et en dérivant, pour tout x réel, f (x) = Af’(x)
conserve la condition f (0) = 0 pour avoir une équivalence.

f est donc solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants
sans second membre Ay’ -y =0, ce qui donne y = K exp(x/A). La valeur en 0 nous donne K =0
et donc f est encore I'application nulle...

Finalement ¢ n’a pas de valeur propre.

4. Trace d'un endomorphisme et d'une matrice

4.1. Trace d'une matrice

Définition : La trace d’une matrice, notée tr(A), est la somme des éléments diagonaux. avec les
notations classiques, pour une matrice nxn, on a:

n

tr(A) = Zﬂii

i=1

Exemple: La trace de

o1 W =

2 3
4 5 |estl+4+7=12.
6 7

Théoreme : Lapplication: tr: /#,(K)— K quia M associe tr(M) est linéaire.
C’est donc une forme linéaire de K.

Démonstration : tr (A) = Zal, et tr(B)= Zb,l

Par ailleurs, avec Aet p dans K, les éléments de A +uBsont: Aa;j+pa;; etdonc:

n
tr(AMA+uB) =) (Aaji +pa;;) =X Z aji + p Z bij = Mr(A)+utr(B) m
i=1 i=1 i=1

4.2. Trace de deux matrices semblables

Théoréeme : A,B deux matrices n x n, alors,

tr (AB) = tr (BA)

Démonstration : L'élément i®” ligne et colonne de AB est Z aijbji,

] 1
n n n n
tr(AB) = ZZQU b/l = ZZb],a,] = ZZbU aj = =tr(BA)
=1 ]:1 ]:1 =1 i=1 ] 1
car les indices de sommation sont muets. ]

Théoreme: 2 matrices semblables ont la méme trace.
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2-6 Compléments d’algebre linéaire

Démonstration : A’ = P~1AP,

tr(A) =tr(PT'AP) = tr(P™' (AP)) = tr ((AP) P! ) = tr (APP™' ) = tr (A)

1 2 3 2 1 3
Exemple: Les deux matrices 0 4 5 et 4 0 5 ne difféerent que par l'interversion
5 6 7 6 5 7

des deux premieres colonnes mais ne sont pas semblables puisqu’elles n‘ont pas la méme trace!...

4.3. Trace d'un endomorphisme

Définition : Comme deux matrices semblables ont la méme trace, la trace d’'un endomorphisme est
définie comme la trace de sa matrice dans n'importe quelle base.

5. Compléments

5.1. Colbert, lycée numérique
a/ Maple

Comme pour tout I'algebre linéaire, il faut d’abord charger le pack linalg:

> with(linalg) ;

> linsolve(A,B) ; permet de résoudre les systémes linéaires écrits matriciellement, A étant la ma-
trice et B le vecteur second membre. La réponse est le, ou les, vecteurs X tels que AX = B.

> eigenvals(A) ; fournit les valeurs propres d’une matrice et

> eigenvects(A) ; les valeurs propres et une base de chaque vecteur propre. Dans la mesure, bien
stir, ou Maple sait résoudre I’équation qui permet de calculer les valeurs propres...

Comme toujours avec Maple, on se méfiera quand la matrice ou le vecteur dépendent d’un paramétre.
La réponse fournie correspond en général au cas général.

b/ HP 40G-40GS

Les systemes linéaires se résolvent simplement en divisant la matrice par le vecteur second membre !
On pourra aussi regarder la commande LINSOLVE.

On peut aussi utiliser RREF dans le menu MATH, L4C2, choisir Matrix. On lui fournit une matrice
constituée de la matrice du systéeme et d’une colonne supplémentaire : le second membre. Cela est
meilleur quand on a une infinité de solutions.

Dans ce méme sous-menu, on trouve EIGENVAL et EIGENVV pour les valeurs propres et les couples
valeurs et vecteurs propres, ainsi que RANK et TRACE pour le rang et la trace de la matrice.

c/ HP50G

On résout un systeme linéaire par LINEAR SYSTEMS ou, comme ci-dessus, par RREF du menu MATRICES,
L8C3.

On trouve aussi LINSOLVE dans le menu S.SLV, L7C2, pour une résolution symbolique.

Mais on a aussi Solve 1lin sys dans le menu NUM.SLV, L7C2 pour une résolution numérique.

On y présente clairement la matrice A, le vecteur second membre B, et la solution, le vecteur X.

Par ailleurs, dans le menu MATRICES, L8C3, I’entrée EIGENVECTORS propose EGVL et EGV pour les va-
leurs propres et les couples valeurs et vecteurs propres.

Par ailleurs, le menu MATRICES, L8C3, a un sous-menu LINEAR APPL qui propose la recherche du
noyau par KER et de I'image par IMAGE.
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Enfin, ce méme menu MATRICES, L8C3, a un sous-menu OPERATIONS qui contient les commandes RANK
et TRACE pour le rang et la trace de la matrice.

d/ TI&9

La résolution des systémes linéaires se fait par Simult du menu MATH, L8C3, sous-menu Matrix.
Dans ce méme sous-menu, la commande eigVc donne les vecteurs propres et eigV1 les valeurs propres.
Malheureusement, c’est ici toujours un calcul numérique approché, valable uniquement pour une
matrice numérique ! De plus les vecteurs propres sont (inutilement ?) normés.

Pour avoir les valeurs propres exactes, il faut résoudre le polynome caractéristique, en faisant un
solve du det de la matrice moins x fois la matrice identité.

Ensuite pour chaque valeur propre A, il faut faire un rref de la matrice moins A fois la matrice identité.
On obtient un systeme réduit d’équations du sous-espace propre.

e/ TIN-inspire CAS

La résolution des systémes linéaires se fait par Simult.

La commande eigVc donne les vecteurs propres et eigV1 les valeurs propres.

Malheureusement, c’est ici toujours un calcul numérique approché, valable uniquement pour une
matrice numeérique ! De plus les vecteurs propres sont (inutilement ?) normés.

Pour avoir les valeurs propres exactes, il faut résoudre le polyndme caractéristique, en faisant un
solve du det de la matrice moins x fois la matrice identité.

Ensuite pour chaque valeur propre A, il faut faire un rref de la matrice moins A fois la matrice identité.
On obtient un systéme réduit d’équations du sous-espace propre.

f/ ClassPad 300

Dans le menu Action, le sous menu Matrix-Calculation fournit la commande rref qui permet de
résoudre un systeme linéaire.

Toujours au méme endroit, les commandes eigV1 et eigVc fournissent les valeurs et vecteurs propres
(numériques).

5.2. Les mathématiciens du chapitre
Cayley Arthur 1821-1895 Mathématicien anglais, on lui doit la notion de groupe et il passe pour étre
I'inventeur des matrices.

Jordan Camille 1838-1922 Ce mathématicien frangais est célebre pour ses travaux en algebre linéaire,
entre autres...

Peano Giuseppe 1858-1932 Italien, c’est lui qui donna la définition axiomatique des espaces vecto-
riels.
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