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Premiére partie

Algebre

1. Théorie des ensembles

1.1. Ensembles

Un ensemble peut se définir par

* la liste de ses éléments, comme par exemple : E={1,2,...,n};

e la propriété que vérifient ses éléments, parex.: E={x e R/x*+x-1=0}.

Quand x est un élément de E, c’est a dire qu’il est dans la liste des éléments de E, ou qu'il vérifie la
propriété caractéristique de E, on dit que x appartient a E, noté : x € E.

Définition : Si E et F sont deux ensembles, on appelle I’ensemble produit de E et F, noté Ex F, I'en-
semble des couples d’un élément de E et d’'un élément de F, soit : ExF{(x,v)/x € E, v € F}

L'ensemble vide se note : 0.

1.2. Sous-ensembles

On dit que F est inclus dans E, noté F CE, FCEeVxeF, xeE.
F est ainsi un sous-ensemble de E, ou une partie de E.
On note P(E), 'ensemble des parties de E. C’est 'ensemble de tous les sous-ensembles de E.

Définition : L'intersection de 2 ensembles A et B, notée ANBest: ANB={x/xeAetxeB}
Définition : La réunion de 2 ensembles A et B, notée AUBest: AUB={x/x€AouxeB}

Définition: Si A C B, le complémentaire de A dans Best: CgA={x/x€BetxeA}.

1.3. Loi de composition interne

Définition : Si E est un ensemble, une loi de composition interne, notée *, sur E est une application
(voir page 8) définie sur E x E et a valeur dans E.

A deux éléments de E, on associe un troisieme élément de E.

On note une loi de composition interne sous forme d’opération plutot que sous forme d’application :
Z=Xx*7.

Les propriétés usuelles d’une loi * de composition interne sur E sont :

associativité: Vx,p,z€E, (x*p)rz=xx(y*2z2)
En un mot, on peut, dans un calcul, regrouper les termes comme on veut, sans changer leur ordre.

I est pratiquement impossible de travailler avec une loi qui n’est pas associative.

commutativité: Vx,p€E, xxp=p=xx
Pour une loi commutative, dans un calcul, on peut changer 'ordre des termes.

élément neutre: eest élément neutre ©VxeE, xre=exx=x
C’est par exemple 0 pour l'addition et 1 pour la multiplication.

élément inversible:  x est inversible, ou posseéde un symétrique & dx" € Etel que: x*xx'=x"*x=¢
Ceci n’a bien str de sens que si la loi * possede déja un élément neutre e.
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1.4. Ensembles finis

Définition : Un ensemble est fini

* s’il est vide ou

* s’il peut se mettre en bijection (voir ci-dessous) avec {1,2,...,n}.
Son cardinal, qui est son nombre d’éléments, est alors n.
Le cardinal de I’ensemble vide est 0.

Notation : L'ensemble {1,2,...,n} se note aussi [[1,n]].

Théoreme :

* Card(E x F) = Card(E) x Card(F)

* Le cardinal de 'ensemble des parties de Eest: Card(P(E)) = Card(E)

* Le cardinal de I'ensemble des applications de E dans F (voir page suivante) est :

Card(F (E,F)) = Card(F)card(F)

: ) . N 412 ) . ,1 s n
* Le cardinal de I'’ensemble des parties a p éléments d'un ensemble a n éléments est : ( )

2. Fonctions et applications

2.1. Applications

Définition : Une fonction f de E vers — ou dans — F est une relation telle que :
Vx € E, il existe au plus un seul vy € F, tel que : v = f(x).

Une application f de E vers — ou dans - F est une relation telle que :
Vxe€E, ilexisteunetunseul y €F,tel que:yp = f(x).

Définition : Soit f une application de E vers F, et A une partie de E,
alors: fa: A—F, définie par: Vxe€ A, fa(x) = f(x) estlarestriction de f a A.

Définition : Soit ¢ une application de A vers F, et A une partie de E,
alors, toute application: f: E—F, telleque: Vxe A, f(x)=g(x) est un prolongement de g sur E.

2.2. Injection, surjection, bijection

Définition : Une application est injective si et seulement si deux éléments distincts ont des images
distinctes.
En pratique, on montre que : f (x1) = f (x2) = x; = x».

Définition : Une application est surjective si et seulement si tout élément de l’ensemble d’arrivée
possede un antécédent, c’est a dire: VyeF, dxeEtelque f(x)=y.

Définition : Une application est bijective si et seulement si tout élément de I’ensemble d’arrivée pos-
séde un unique antécédent, c’est a dire: Yy eF, il existe un et un seul x € E tel que f(x) =v.

Définition : Si f est une bijection de Esur F,alors: z = f~!(t) & f(z) = t, définit bien une application
f~1, de F sur E, bijective, appelée application réciproque de f.

2.3. Image, image réciproque d'une partie

Définition : Soit f une application de E vers F,
* si A est une partie de E, on appelle image — ou image directe — de A par f,
notée f(A)y={yeF, dxeAtelque:vy=/f(x)}
C’est I'ensemble des images des éléments de A ;
* si B est une partie de F, on appelle image réciproque de B par f,
notée f~1(By={x€E, telsque: f(x)eB}.
C’est 'ensemble des éléments de E dont I'image est dans B.
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On peut parler de I'image réciproque d’une partie B, notée f~!(B) méme quand l'application
f~! n’existe pas...

Dans les problémes, on note le plus souvent f(A) et f~!(B) les images et images réciproques
d’une partie. On a ici changé la notation afin de ne pas confondre avec I'image f(x) d'un élé-
ment x de E et avec I'image réciproque f~!(y) d’un élément y de F quand f est bijective.

2.4. Composition des applications

Définition: Soit: f: E—Fet: g¢: F— G, on définit la composée de f et g, comme étant 'appli-
cation :
gof:E—>G, telleque: gof(x)=g(f(x)).

I En général : go f # f o g ... méme quand tous les deux sont définis !

Théoréeme: Onprend: f: E—Fet: g: F—G, alors:
* si f et g sont surjectives, g o f est surjective.

* si f et g sont injectives, go f est injective.

* si f et g sont bijectives, go f est bijective.

Théoréeme : La composition des applications est toujours associative. C’est a dire :
Siona: f:E—-F, g:F—->Get: h: G>H, ho(gof)=(hog)of.

L'application «identité » : Idg : E — E, qui a x associe x est une bijection, et est élément neutre
pour la composition des applications.

Théoréme : Si f est une bijection de E dans F, on a bien stir:  f~!o f = Idg, I'identité de E;
etonaaussi: fof~!=Idp.

2.5. Ensemble des applications de E vers F

Définition : L'ensemble des applications de E vers F est noté : F(E, F).

Si E et F sont des ensembles finis, alors, F (E, F) est aussi fini.

3. Structure de Groupe

3.1. Groupe
Définition : = étant une loi de composition interne, c’est a dire: Va,be G, axbeG
Ya,b,c€G, (axb)rc=ax(b=c)
(G#) estun groupe & { deec G, VYaeG, axe=exa=a
YaeG, da’e€G, axa’'=a’'+a=c¢
I1 s’agit de l'associativité, de l’existence d’un élément neutre, et de l'existence d’un symétrique pour
tout élément.

Si, de plus la loi est commutative, le groupe est dit abélien ou commutatif.
Remarquons qu’un groupe est non vide...puisqu’il contient I’élément neutre.

3.2. Sous-groupe

H est non vide

Théoréeme : HC G est un sous-groupe de (G, %)
VYa,beH, axb eH
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En pratique, il est bien plus facile de montrer qu’on a un sous-groupe d’un groupe connu plutot
qu’un groupe.

3.3. Morphisme de groupe
Définition: f :(F,*) > (G, 0) est un morphisme de groupe © Va,beF, f(axb)=f(a)o f(b)

4. Arithmétique de Z

4.1. Multiples et diviseurs

Définition : Soient a et b dans Z, tels qu’il existe g € Z tel que : a = bqg.
On dit alors que a est un multiple de b, ou que a est divisible par b.
On dit aussi que b est un diviseur de a.

4.2. Division Euclidienne
Théoreme : Soienta e Zetb e N, alors, il existe un unique couple (g,7) avecqe Zetre{0,1,...,n—-1}

telque: a=bg+r.

SiaelN, il s’agit simplement de la division de I’école primaire !
R ) . N . . a
Mais, si a < 0, et d’ailleurs dans tous les cas, g est la partie entiere (voir page ci-contre) de b

On peut toujours faire la division euclidienne de a par b # 0, mais, il n'y a que quand le reste
est nul que a est divisible par b!

4.3. Nombres premiers

Définition : Un nombre premier a de IN* est un entier a qui n’est divisible, dans IN, que par lui méme
et par 1.
Un nombre premier a de Z* est un nombre tel que |a] est un nombre premier de IN*.

Théoreme : Tout entier a de IN* est décomposable de facon unique en produit de nombres premiers
de IN*.

Tout entier a de Z* est décomposable de facon unique en produit de nombres premiers de IN* et du
signe de a.

Exemple: -360=-1x23x3%x5

La décomposition en produit de nombres premiers permet d’effectuer facilement :

* les simplifications de fractions;

* la somme de deux fractions, on prend alors comme nouveau dénominateur le nombre obtenu en
prenant dans chacun des dénominateurs chaque facteur premier avec ’exposant le plus grand.

5. Structure de Corps

5.1. Corps

Définition : Un corps K est un ensemble muni de deux lois de composition interne, + et -, telles que :
* (K, +) est un groupe commutatif ;

* (K% -)estun groupe;

* Vx,v,z€ K, x-(v+z)=x-v+x-z cestadirequelaloi - est distributive par rapport a la loi +.
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5.2. Corps usuels

Les corps usuels sont R et C notés K quand c’est I'un ou 'autre. On ne travaille que plus exceptionnel-
lement dans Q.

6. Nombres Réels

6.1. Inégalités, Bornes

On rappelle I'inégalité triangulaire : Vx,p € R, [x+p|<|x|+][y].

Définition : Soit A une partie, non vide, de R majorée,

la borne supérieure de A est le plus petit des majorants de A.
Si A est une partie, non vide, de R minorée,

la borne inférieure de A est le plus grand des minorants de A.

Théoreme : Toute partie non vide majorée de IR admet une borne supérieure, et toute partie non vide
minorée de R admet une borne inférieure.

Notation: Onnote: R=IRU{-co,+00}=-00,+00]

Cela ne rend pas —oco et +oo réels!

Théoréeme : Tout intervalle réel non vide et non réduit a un point contient une infinité de nombres
rationnels et une infinité de nombres irrationnels.

6.2. Partie entiéres

Définition : La partie entiere d’'un nombre réel est le plus grand des entiers qui lui sont plus petits.

Ainsi: Ent(m) =3 mais : Ent(-m) = -4.
Ona:

Ent(x) < x <Ent(x)+1 et x—1<Ent(x)<x

Ent(xx 10")

Définition : La valeur décimale approchée a 107" pres par défaut de x est : o7

La valeur décimale approchée & 107> prés par défaut de west :  3,14159.

6.3. Formule du Bindme

a/ Coefficients binomiaux

n!

Sge ses . k[T .
Définition: Cj = (k) = R

= " ) est la formule du triangle de Pascal

) G

. . . sz , . n
On trouve encore parfois la notation CX qui a été remplacée par la notation : (k)

Remarquons 'inversion de n et k.
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b/ Formule du Bindbme et autres

n
Théoréeme: Vg, beK, YnelN, (a+b)"= kgo(Z)ak bk

n
Théoréme: Ya,belK, YnelN, a"—b"=(a— b)( y a"k bk-l)
k=1

Les deux formules précédentes sont en fait valables des qu’on a deux lois + et - qui sont (entre
autres) commutatives, la deuxieme étant distributive par rapport a la premiere.

Quand on n’a pas la commutativité générale du produit, il faut et il suffit que le produit des
deux éléments concernés commute.

Ce sera le cas avec les matrices carrées M, (KK), voir page 24, et avec I'ensemble des endomor-
phismes de E, c’est a dire L(E).

Théoréme: ) k=—"-—-"

7. Nombres Complexes

7.1. Nombres Complexes

e z=x+iy=pe¥, p>0 estlemoduledez, O sonargument;
e z=x-ip=pe ¥ estle conjugué de z;

¢ p=lel=|-2l=[2] = VT +3?

* tan0 = ?
x —
- _ = _— 1 1 _
e z+z' =Z+z2 22/ =227’ (—):: lz]? =2z
z] z
7.2. Inégalité triangulaire
Théoreme: VYx,peC, ||x|—|y|| < x4+ < x|+ [y

Cette inégalité est, bien sir, encore valable lorsque x et v sont réels. ..

7.3. Groupe des unités

Théoréme : L'ensemble U des nombres complexes de module 1, muni de la multiplication, a une struc-
ture de groupe commutatif.

Les relations d’Euler sont : ) ) _ )
) e18 + e—18 e16 _ e—l@
e VOeR e%=cosO+isinO, etdonc: cosO= — et sin0O= —
i
La formule de Moivre est :
e VOeR, VneZ, (cosO+isinB)"=cosnO+isinnO

7.4. Racines d’'un nombre complexe
a/ Racines carrées

2-p’=a
Théoréme: z?=a+ib avec z=x+ive§ x2+92 = Va2 +b2

signe(xy) = signe(b)
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Cette technique est la technique utilisée en pratique pour trouver les racines carrées de a +ib
lorsque la moitié de I'argument n’est pas un angle usuel.

b/ Racines n€™es de l'unité

Théoréeme: z"=1 @z:e% avecke{0,1,2,...,n—1}

c/ Racines n®M* d’'un nombre complexe

10+2ikm

Théoréme : z”:peie<:>Z:{/§e n avec ke{0,1,2,...,n—-1}

En pratique, on retiendra et utilisera le fait que les racines n°®* d’un complexe s’obtiennent en
effectuant le produit de I'une d’entre elles par les racines n°"** de I'unité.

d/ Exponentielle complexe

En fait, Yz € C, on peut définir : e* = e**1? = e¥el?,
On a toujours : Vz,z’eC, e*"* =ee”.

7.5. Géométrie du plan complexe
a/ Similitudes directes

* z>az
Si le point M est d’affixe z, on trouve le point M’ d’affixe az en effectuant la rotation de centre O,
d’angle arga et ’homothétie de centre O et de rapport |a|.
e z>az+b
Si le point M est d’affixe z, on trouve le point M’ d’affixe az + b
o en effectuant la rotation de centre ), d’angle arga et 'homothétie de centre Q) et de rapport |al.
(2 est le point fixe, d’affixe vérifiant: z=az+0b, danslecasoua=1;
o dans le cas ot a =1, le point M’ est le translaté de M de vecteur d’affixe b.
On peut aussi se reporter a la page 87.

b/ Autre transformations
1

[ ] Z > —
z

Sile point M est d’affixe z, le point M’ d’affixe % se trouve sur la droite, orientée, symétrique de (OM)
— —>
par rapport a Ox, la norme de OM’ étant I'inverse de celle de OM.
* zZH>Z
Si le point M est d’affixe z, le point M’ d’affixe Z est le symétrique de M par rapport a ’axe Ox.

c/ Cercles et droites

Théoreme: A,B,M d’affixes respectives a,b,z, alors :
—_—
. —ap_|AM]
e ]le module deuest: |u‘:—;
zZ— b z— b || BM

Quand ce module est constant, on obtient un cercle ou une droite.

, z—a . z—-a\ SN
largumentdez_best. arg(—z_b)—(AM,BM)
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8. Polynémes

8.1. Racines

n
Soit le polyndme : P(x)= Y ax* =a,x"+a,_1x" '+ +a,x+a
k=0

Théoreme: (d’Alembert-Gauss)
SurC, P(x)=a,(x—x1)(x—x2)...(x—x,)

Théoréme: SurR, P(x)=a, (x—xl)(x—xz)...(x—xp)(x2 +oqx+ ﬁl)...(xz + QX+ ﬁm)
avec p +2m = n et toutes les expressions du second degré irréductibles, c’est a dire A < 0.

Quand on a tous les facteurs d’un polyndme, pour retrouver celui-ci, il ne faut pas oublier le
coefficient dominant a,,.

Définition : Un polyndme est dit scindé si et seulement si il est factorisable en produit d’expressions
du premier degré.

Sur C un polyndme est donc toujours scindé.
Sur R, il faut et il suffit qu’il n’ait pas de racines complexes non réelles.

Théoreme : P(x) est divisible par (x—a) © P(a) =0 © « est racine de P

Théoréme : P(x) est divisible par (x— a)k & Pla)=P(a)=---=PKkN(a)=0
& a est racine d’ordre k au moins de P

Théoreme : Un polyndme de degré n qui a au moins n + 1 racines distinctes ou confondues est nul.

En particulier, un polyndme nul sur un intervalle non réduit a un point est nul sur IR.

, . s a,_ a
Théoreme: SiPestscindé, x;+x,+---4+x,=— -l xlxz...x”:(—l)”—o

Pour le degré 2, x>—Sx+P=0 esttelque: S=x +x,, et P=xx,
S est la somme des racines et P leur produit.

8.2. Division Euclidienne

Théoreme : Soit A et B deux polynomes, B =0,
A=BQ+R

alors il existe un unique couple (Q,R) tel que
a P a degré(R) < degré(B)
En pratique, quand on écrit la division de A par B, on prendra soin de bien écrire les polynémes par
puissances décroissantes.

B|A & Le reste de la division euclidienne de A par B est nul
& Toutes les racines de A sont racines de B avec au moins le méme ordre de multiplicité.
On pensera a cette derniére équivalence quand les degrés sont petits. ..
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8.3. Fractions Rationnelles

Théoréme: Soit: F= —, une fraction rationnelle irréductible.

o AX) R(X)
Alors : m = Q(X) + W

avec Q(x) le quotient et R(X) le reste de la division euclidienne de P par Q.

A(X)
B(X)

Définition : Q(x) est alors appelée la partie entiere de la fraction rationnelle

9. Espaces Vectoriels

9.1. Structure d'espace vectoriel

(E,+) est un groupe commutatif
Alu+v)=Au+Av

Définition : (E,+,.) est un espace vectoriel sur K < Yu,veE (A p)u=Nu+pu
YipeK | A(pu)=Apu
l.u=u

Définition : On appelle vecteurs les éléments de E et scalaires les éléments de K.

Un espace vectoriel E possede une structure de groupe additif, I'élément neutre pour l'addition
est le vecteur nul, noté Og ou simplement 0.
On prendra soin de ne pas le confondre avec le scalaire O ...

9.2. Sous-espace vectoriel

F est non vide

Théoréme: F CE est un sous-espace vectoriel de E &
Yu,veF, VApuekK, (Au+pv)eF
C’est a dire F est non vide et stable par combinaison linéaire.

Ce théoreme sert souvent pour montrer que F est un espace vectoriel en montrant qu’il est un
sous-espace vectoriel d’un espace connu et identifié. ..

On peut aussi montrer que F est un sous-espace vectoriel de E en montrant :
* que F est le noyau d’une certaine application linéaire ;

* ou que F est défini comme engendré par une certaine famille de vecteurs;
* ou que F est I'intersection de deux sous-espaces vectoriels.

9.3. Somme de sous-espaces vectoriels

Définition: E=FE'+E” < tout vecteur x de E est somme d’un vecteur x’ de E’ et d’un vecteur x”’de E”

On a la méme définition pour la somme de plus de deux sous-espaces vectoriels.

Définition : E’+E” est directe © E'NE” = {0} © les composantes x” et x”” de x sont uniques.
La somme directe des deux sous-espaces est alors notée E'@E”.

Définition : On dit que les sous-espaces E’ et E” sont supplémentaires dans E < E=E' @®E”
E=FE +E”

E'NE” ={0}
On a un autre théoreme en dimension finie au 9.6..

Théoréme: E=EF' @F’ &
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Exemple: Donnons deux exemple, 'un en dimension finie et I'autre en dimension infinie :

* dans I’ensemble des matrices carrées M, (IK), 'ensemble S des matrices symétriques et 'ensemble 7
des matrices anti-symétriques sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires;

* dans 'ensemble des applications .A([—a,a],K), 'ensemble P des applications paires et I'ensemble 7
des applications impaires sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

9.4. Norme sur R"”

Définition :
Yu,v e R", llu+v|| <|lu|l+|lv]| (inégalité triangulaire)
R" > R, . s
lull est une norme << VYu e R”, VA e K, ||\ u||l = [A]]|u| (positive homogénéité)
u e |u
YueR™, lu|=0=u=0 (séparation)

Définition : Une boule ouverte de centre u( et de rayon r est :
Bo (ug,r) ={veR"™, d(ugpv)<r}

Une boule fermée de centre u, et de rayon r est :
B (ug,r)={veR", d(upv)<r}

Une partie bornée de R est une partie de R” incluse dans une certaine boule (ouverte ou fermée).
Une partie ouverte ou un ouvert de R” est une partie A telle que :

YueA, dr>0, B,(u,r)CA

C’est a dire que tout point de A est le centre d’une boule ouverte, de rayon non nul, complétement
incluse dans A.
Une partie fermée ou un fermé de IR” est une partie telle que son complémentaire A soit un ouvert.

Une boule ouverte est un ouvert, une boule fermée est un fermé.
IR™ et @ sont ouverts et fermés.

9.5. Espaces vectoriels de dimension finie : base

VXEE, 3)\1,)\2,...,)\,76][(,

Définition : (xy, x5,..., x,;) est génératrice de E &
X = )\1X1 +)\2x2+---+)\nxn

Définition : (xy, xp,..., Xx,,) est libre deE<:>()\1x1+>\2x2+~--+)\ﬂxn =0\ :XZZ...:Anzo)

Définition : Une base est une famille libre et génératrice.

Définition : Un espace vectoriel est dit de dimension finie & il possede une base comptant un nombre
fini de vecteurs. Sa dimension est alors le nombre de vecteurs de cette base.

Théoréeme : Toutes les bases de E ont le méme nombre de vecteurs qui est, par définition, la dimension
de E.

Théoréme: SiE est de dimension 7 :
(x1, X2,..., X,) est une base & (xy, X,,..., x,) libre & (x1, x,..., x,,) génératrice

Théoreme : Théoréme de la base incompléte

Si E est de dimension n et p <7 avec (x, X,..., xp) une famille libre,
alors, il existe (x,41,...,X,) tels que (x1, xy,..., x,;) soit une base de E.
C’est a dire que toute famille libre est le début d’une base.

Théoreme : Théoréme belge
Les coordonnées du vecteur v dans la base (7, v, 7) sont : (0,1,0).
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9.6. Rang d’une famille (finie) de vecteurs

Définition :
Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension de ’espace vectoriel engendré par ces vecteurs.

Théoréme :

E’,E” deux sous-espaces vectoriels de E

E’ et E” sont supplémentaires de E& E=E'®@E” & { dim(E) = dim(E’) + dim(E”)

E'NE” = {0)

Remarquons qu’on peut remplacer la condition E'NE” = {0} par E=E"+E”
On a un autre théoreme en dimension infinie au 9.3..

9.7. Espaces vectoriels usuels

R[X] et C[X] sont des espaces vectoriels sur R et C, de dimension infinie.

R, [X] et C,,[X] sont des espaces vectoriels sur R et C, de dimension n+ 1,

de base canonique (1,X,X2,...,X”).

R" et C" sont des espaces vectoriels sur R et C, de dimension n. Les vecteurs de la base canonique

ont une composante égale a 1 et les autres composantes nulles.

A(A,E) avec A non vide et E un espace vectoriel sur K est un espace vectoriel sur K.

Si A €RR,alors: €% (A, R) et €% (A,C) avec A non vide et k € N U {+oo} sont des espaces vectoriels sur

R et C, respectivement.

o Sur A symétrique par rapport a l'origine, les applications paires et les applications impaires sont
des sous-espaces vectoriels des précédents.

o Sur un ensemble allant jusque +oo ou —oo, les applications tendant vers 0 a l'infini forment aussi
un sous-espace vectoriel des précédents.

o Il en est de méme des applications bornées sur A...

L'ensemble des suites réelles ou complexes ont une structure d’espace vectoriel sur R et C, respecti-

vement.

o Les suites réelles ou complexes tendant vers 0 a I'infini forment des sous espaces vectoriels des
précédents.

o Il en est de méme des suites bornées...

Vect (x1, x5,..., X,) est le plus petit sous-espace vectoriel de l’espace dans lequel se trouvent les vec-

teurs : xq, Xp,..., X,.

On l'appelle I'espace vectoriel engendré par xi, x,,..., x,.

Il est de dimension 7 si et seulement si ces vecteurs forment une famille libre.

Z(E,F) et Z(E) les ensembles d’applications linéaires de E dans F ou de E dans E.

M, (K) et A, (K) les ensembles de matrices n lignes, p colonnes ou carrées n x 1, de dimensions

respectives np et n’. Les vecteurs de la base canoniques sont les matrices qui ont un élément égal a 1

et les autres nuls.

10. Applications Linéaires

10.1. Applications linéaires

Définition: f:E — F, avec E et F deux espaces vectoriels sur K est linéaire, ou est un morphisme,

Yu,veE
ou encore un homomorphisme < o fhu+pv)=Af(u)+upuf(v)
YAapekK
f : E — E, linéaire est un endomorphisme

f : E—F, linéaire bijective est un isomorphisme
f : E = E, linéaire bijective est un automorphisme

f:E— K, linéaire est une forme linéaire. K est un espace vectoriel sur lui-méme.
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Théoreme : Z(E, F) et Z(E) sont des espaces vectoriels sur K.
Si E et F sont de dimension finies 7 et p, la dimension de Z(E, F) est n x p et celle de Z(E) est n?

10.2. Sous espace vectoriel stable par un endomorphisme

Définition : Soit F un sous espace vectoriel de E et f un endomorphisme de E.
On dit que F est stable par f & VueF, f(u)eF.

10.3. Image et noyau

Définition : Le noyau de f, linéaire, est: ker(f)={ue€E, f(u)=0}.
Définition : L'image de f, linéaire,est: Im(f)={vef, JuecE v=f(u)}.

L'image d'un s.e.vde E

Théoréeme : par f : E — F, linéaire, est un sous-espace vectoriel de F.

L'image de E

Théoréme :
L'image réciproque d’un s.e.v de F par f : E — F, linéaire, est un sous-espace vectoriel de E.

Théoréeme: Lenoyaude f: E — F, linéaire, est un sous-espace vectoriel de E.
Théoreme: f:E — F,linéaire, est injective & ker(f) = {0}

En dimension finie, des bases étant choisies,

» onrecherche le noyau en résolvant un systéme linéaire sans second membre, la dimension du
noyau est la dimension de l’espace de départ moins le rang du systéme, c’est aussi le nombre
d’inconnues auxiliaires. On obtient une base du noyau en distribuant tour a tour un 1 et des
0 sur les inconnues auxiliaires ;

* on recherche I'image en écrivant que les images des vecteurs de la base forment une famille
génératrice de I'image, puis en Otant les vecteurs inutiles de cette famille. La dimension de
I'image est le rang de I'application linéaire, de la matrice.

10.4. Projecteur
Définition: p:E — E est un projecteur & pop=p

Théoréme: p:E — E est un projecteur = E = Im(p) @ Ker(p),
mais ceci n'est pas une équivalence.

E =E|; ®E, permet de définir p la projection sur E;, parallelement a E, et g la projection sur
E,, paralléelement a E;.
Onaalorsp+g=1d.

10.5. Symétries

Définition: s:E — E est une symétrie © sos =1d

P . S .
Théoréme : s est une symétrie & p = est un projecteur.

p est un projecteur & s = 2p —Id est une symétrie.
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10.6. Théoréme du rang

Définition: f:E — F, linéaire, avec E de dimension finie,
le rang de f est rg(f) = dim(f(E)) = dim(Im(f)).

Théoréeme: f:E — F,linéaire, avec E de dimension finie
= dim(E) = dim(ker(f)) +rg(f)

Théoréeme : dim(L(E,F)) = dim(E) x dim(F)
et dim(£(E)) = dim(E)?

Théoreme : Sidim(E)=dim(F), et donc en particulier dans le cas d'un endomorphisme en dimension
f bijective
& ker(f) = {0)
<Im(f)=F
finie,on a: & f injective
& f surjective

& f transforme une base de E en une base de F

& f transforme toute base de E en une base de F

10.7. Systéme linéaire

Pour résoudre un systéme linéaire de n équations a p inconnues :

* On rend le systéme trapézoidal en appliquant la méthode du pivot de Gauss

* S’il y a des parametres, on ne discute que lorsqu’on y est obligé pour appliquer le pivot de Gauss, au
besoin en changeant l'ordre des lignes ou des colonnes.

o On connait a ce moment le rang du systeme : c’est le nombre d’équations linéaires indépendantes.
Si le systéme est sans second membre, I'ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimen-
sion le nombre d’inconnues moins le rang.

o On voit a ce moment si le systéeme est incompatible.

o S’il est compatible, le rang du systéme est le nombre d’équations restantes
¢ Siona, ace moment, autant d’équations que d’inconnues : le systéme a une solution unique
o Sion a, a ce moment, moins d’équations que d’inconnues, on garde autant d’inconnues princi-

pales que le rang. Les autres deviennent des inconnues auxiliaires, qui se traitent comme des
parametres.

11. Matrices

11.1. Généralités
a/ Produit de matrices

Si A est une matrice n-lignes et m-colonnes, B une matrice m-lignes et p-colonnes,

m
alors : C = AB est une matrice n-lignes et p-colonnes vérifiant:  ¢;; = }_ aj; by;.
k=1

Ce qui se schématise : ap e A |X[P T =] G

b/ Produit de matrices définies par blocs

Si deux matrices sont définies par blocs, on peut parfois effectuer leur produit en travaillant par blocs.
Clest a dire:
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Les dimensions des matrices doivent étre compatibles, a savoir :

* Le nombre de colonnes de A et C doit étre le nombre de lignes de A" et B'.

* Le nombre de colonnes de B et D doit étre le nombre de lignes de C’ et D".

D’autre part, rappelons que le produit de matrices n’est pas commutatif, l'ordre dans lequel on
écrit ces produits est donc fondamental. ..

c/ Transposée d’'un produit

Théoréeme: Ona: !(AB)='B'A

11.2. Rang d’une matrice

Le rang d'une matrice est le rang de l'application linéaire associée, c’est la dimension de 'espace vec-
toriel engendré par les vecteurs colonnes.

C’est aussi le rang de sa transposée, donc la dimension de 1'espace vectoriel engendré par les vecteurs
lignes.

On ne change pas le rang :

* en supprimant une ligne ou une colonne combinaison linéaire des autres lignes ou colonnes;

* en supprimant une linge ou une colonne nulle;

* en ajoutant a une ligne ou une colonne une combinaison linéaire des autre lignes ou colonnes;

e en multipliant une ligne ou une colonne par un scalaire non nul.

On ne confondra pas les manipulations qui ne changent pas le rang et les manipulations qui
ne changent pas la valeur d’un déterminant.

11.3. Généralités sur les matrices carrées
a/ Matrices symétriques et antisymétriques
Définition : Une matrice carré M est symétrique & ‘M =M & aj; = a;;

Définition : Une matrice carré M est anti-symétrique & 'M = -M & aj; = —a;;
Les éléments de la diagonale sont donc nuls.

Théoreme : Le sous-espace vectoriel des matrices symétriques et le sous-espace vectoriel des matrices

antisymétriques sont supplémentaires.

M+ '™ : - M- M o
De plus: Mg = — est toujours symeétrique, et My = ————  est antisymeétrique.

2
Elles vérifient: M = Mg+ M,.

En dimension 3, la matrice symétrique la plus générale est: |b

o
(oS [
NN

0 a b
et la matrice antisymétrique la plus générale possibleest: |-a 0 ¢
-b - 0
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b/ Inverse d’'une matrice
Théoreme : Sion a M une matrice carrée telle que: MM’ =1,, outelleque: M'M=1,

alors M est inversible et M~! = M.

Théoréme : Une matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

Calcul pratique :
En général, on inverse une matrice carrée en inversant le systéme linéaire correspondant avec
un second membre arbitraire: Y=MX & X=M"'Y

Cependant, parfois, quand la question est plus théorique, on peut utiliser le théoréme suivant :

Théoreme: M, une matrice inversible, A son déterminant et A;; le déterminant obtenu en enlevant la

M€ ligne et la j*™¢ colonne, alors :

1 , "
M= < x transposée de | -+ (=1)" A

c/ Inverse d'un produit

Théoréme: Ona: (AB)"! =B 'A"!

d/ Inversion et Transposition

Ve N . Vi . . —_ _1 —
Théoréme : A une matrice carrée inversible, alors : t(A 1) = (tA) = AL

11.4. Matrice d’'une application linéaire

Définition: f:E — F, linéaire, avec E et F de dimensions finies n et p, munis de bases Bg = (ey,..., ¢;)
et Bp = (e},..., ¢,), on appelle matrice de f dans ces bases My, 55, la matrice p lignes et n colonnes dont

R N p
’élément a; ;, i ligne et " colonne est tel que f(ej) = )} a; ;e;.
i=1

On a en colonnes, les coordonnées des images des vecteurs de la base de E écrits dans la base de F.

/

al,l al,f al,n 61
’

ai1 aij,j Ain €
a a, ; a e’
p'l e pl/ cee p,n p

fler) oo fle) oo flen)

11.5. Matrice de Passage

Définition : On appelle matrice de passage ou Pp 5, la matrice constituée en colonnes des coordon-
nées des vecteurs de la nouvelle base 3, écrits dans I’ancienne 5.
On l'appelle aussi matrice de changement de base.

C’est donc une matrice inversible.

Toute matrice carrée inversible peut toujours s’interpréter

e comme matrice d'un endomorphisme dans une certaine base,

* ou comme matrice de changement de base.

Passer d’une interprétation a une autre permet parfois de faire avancer le probleme.
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11.6. Changements de base

Théoréme : Si on appelle X et X’ les vecteurs colonnes, coordonnées d’un vecteur dans l’ancienne et
la nouvelle base, et P la matrice de passage, on a X = PX’ ou bien X’ = P1X.

Théoréme : Si on appelle M et M’ les matrices d'un endomorphisme dans l’ancienne et la nouvelle
base, et P la matrice de passage, on a M’ = P~!MP ou bien M = PM’P~1.

Définition : M et M’ sont semblables < P inversible telle que M’ = P! MP
& ce sont les matrices d’'un méme endomorphisme dans deux bases différentes.

11.7. Trace d’une matrice

Définition : La trace d’'une matrice carrée est la somme de ses éléments diagonaux.
n
Tr(A)= ) aji
i=1
Théoréeme: Ona: Tr(AB)=Tr(BA)

Théoréme : Si M et M’ sont semblables, ona: Tr(M)=Tr(M’)

12. Déterminants
12.1. Ordre22et?3

a ¢
b4 =ad-bc

peut se développer par la regle de Sarrus \(+ \\+ \,- - -/

La regle de Sarrus n’est absolument pas généralisable a des ordres supérieurs !

12.2. Matrice triangulaire

Théoréeme : Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses éléments diagonaux.

12.3. Ordre quelconque

La regle des signes est :

+ -
-+
On développe suivant une ligne ou une colonne en tenant compte de la régle de signes, on a ainsi une
somme de termes du type : (—1)"*/ a;jAij, U a;j est le coefficient de la matrice et A;; est le déterminant
d’ordre n —1 obtenu en enlevant la ligne i et la colonne j correspondante.

. n .
(1) a;; Ay = Zl(—1)1+] aij Ajj
]:

Théoréme: A=

T

1
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12.4. Déterminant d'un produit, d'une matrice inversible

Théoreme : Pour A d’ordre n, A inversible & det(A)# 0 & rg(A) =n

1
Théoreme : det(AB) =det(A)det(B), et si A est inversible, det (A‘l) = det(A)

12.5. Déterminant d'une matrice triangulaire par blocs

Théoreme: A€ M, (K), Ce M, (K), Be M, ,(K), O est la matrice nulle de M, , (K) et p+g = n. Alors,

A B

o o |Fdettayxdet(Q)

Cette propriété ne se généralise pas au déterminant d’'une matrice définie par blocs et non
triangulaire par blocs.

13. Réduction des Endomorphismes

13.1. Valeurs propres et vecteurs propres
Définition: f:E — E linéaire,

un couple (A, u) (u #0) estun couple valeur propre, vecteur proprede E & f(u)=\.u

Définition : Pour A une valeur propre de E, on appelle sous-espace propre associé a A,
Ey={u/ f(u)=Au}=ker(f — Aldg)
C’est clairement un sous-espace vectoriel de E.

Le noyau est donc aussi le sous-espace propre associé a la valeur propre 0.

Théoréme : Les sous-espaces propres sont toujours en somme directe. Une famille de vecteurs propres
associés a des valeurs propres distinctes est libre.

13.2. Polynéme caractéristique

Définition : f un endomorphisme de E de dimension n, A sa matrice dans une base quelconque,
le polynéme caractéristique de f est: Pr(A) = Pa(A) = det(A - AL).

Théoréeme : Le polynome caractéristique de f est indépendant de la base choisie.
Les racines du polynome caractéristique de f sont les valeurs propres de f.

* Sur C, le polyndme caractéristique est toujours scindé. Il y a donc toujours n valeurs propres
distinctes ou confondues.

* Sur R, ¢a n'est pas toujours le cas... Le polyndme caractéristique peut avoir des racines com-
plexes non réelles.

Théoreme : ) une valeur propre de f, alors :
1 <dim(E,) < ordre de multiplicité de A comme racine de Py

Théoréeme : Quand le polynome caractéristique est scindé, la trace de 'endomorphisme, ou de la ma-
trice, est égale a la somme de ses valeurs propres.

Cela fournit une « vérification » élémentaire de la recherche des valeurs propres.
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13.3. Diagonalisibilité

Définition : Un endomorphisme est diagonalisable < il existe une base de vecteurs propres

Théoréme :

A (o Pa()\) est scindé
(ou f...) diagonalisable & A(A) est scin
iIIl(E)\) = ordre de multiplicité de )\ dans A

Théoreme : En particulier, lorsque P5(A) est scindé a racines simples, A (ou f...) est diagonalisable.
C’est une condition suffisante mais non nécessaire.

13.4. Diagonalisibilité et diagonalisation
Quand une matrice A est diagonalisable, une erreur courante est de dire que, dans une certaine base, A
est diagonale, ce qui est bien siir grossierement faux et méme stupide.

On a simplement une matrice de passage P et une matrice diagonale D
tellesque A =PDP! oubien D=P'AP.

La confusion provient de ce que A et D sont les matrices d’'un méme endomorphisme dans deux bases
différentes. ..

I1 est par contre exact de dire que si un endomorphisme f est diagonalisable, et s’il est de matrice A
dans la base B, il existe une base B’ dans laquelle sa matrice est D, diagonale.

P étant la matrice de passage de B vers B/, on a alors : A = PDP~! et D =P~1AP.

13.5. Triangularisation (ou trigonalisation
Théoreme : Sile polyndme caractéristique est scindé, il existe une base ou la matrice est triangulaire.

En particulier, sur C, toute matrice est triangularisable, ou trigonalisable.

13.6. Puissances d’'une matrice

On fera attention, par convention : BO = I,,, la matrice identité.

* Si A est diagonalisable, et D diagonale semblable & A, alors A = PDP~! et Ak = PD¥P~1,
P
* SiA=M+N, avec MN = NM, ce qu’il faut impérativement vérifier, alors : AP = }_ (i) Mk NPk
k=0
Ceci est surtout utilisé lorsque M? ou M3 est nulle, car alors la somme se réduit aux 3 ou 4 premiers
termes.
¢ Si A2 = aA +plalors A" = a, A+ p,I et on peut chercher des relations de récurrence entre les coeffi-
cients en écrivant A"*! de deux facons : A" = A" x A,

14. Espaces Préhilbertiens Réels et Euclidiens

14.1. Produit scalaire

Définition : Soit E un espace vectoriel sur R,

une forme bilinéaire symétrique sur E est une application de EXxE —» R
* linéaire par rapport a chacune des variables (I'autre étant fixée) et

e symétrique (on peut inverser l'ordre des variables).

Définition : Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E, alors :
E-R

est une forme quadratique, appelée forme quadratique associée a .
u>q(u) =@ (u,u)
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Théoreme : Par ailleurs, si g est une forme quadratique sur E, alors ¢ : Ex E — R définie par:

g(u+v)—g(u)—qg(v)
2

% (u,v) =
est une forme bilinéaire symétrique. C’est la forme polaire de g.

Théoréeme : Une forme quadratique sur R” est une application de R” — R qui se met sous la forme
d’un polyndme homogéne de degré 2 des coordonnées du vecteur de R".

Définition : E un espace vectoriel réel.
Un produit scalaire est une application de E x E — R bilinéaire, symétrique, définie-positive.

En pratique, on montre :

* Yu,veE, (u,v)={(v,u) La forme est symétrique.
Vuy, uy, veE s
e Aty + iy, V) = Auy, v) + pus, v) La forme est donc bilinéaire symétrique.
YA pnelR
* VYu,eE, (u,u)y=0 La forme est positive.
* {u,u)=0=>u=0 La forme est définie-positive

C’est souvent le dernier point qui pose probleme.

Quand le produit scalaire est défini par une intégrale, c’est a ce moment qu’on utilise le théo-
reme des 3 conditions.

Théoreme : E étant muni d’une base (eq,..., ¢,),

X1 Y1
X2 V2 ,

Onnote: U:| . [etV:| " [lesvecteurs colonnes des coordonnées de u et v dans la base,
X?’l y?’l

On note A, la matrice symétrique u aj;= <ei,ej>, alors :

(u,vy= "UAV

A est ainsi la matrice de la forme bilinéaire symétrique, encore appelée matrice du produit scalaire
dans la base (ey,..., e,).
Si, de plus, la base est orthonormale, alors on a :

n
()= "UV=) xy
i=1

1

n
Définition : La norme euclidienne est : |[u]| = V(u, u) = [ Y x?
i=1
C’est en principe, la seule norme qu’on utilise.

n
Exemple : Sur les matrices carrées, le produit scalaire usuel est : (A, B) = Trace(‘AB)= ) Y a;,ibj j
i=1j=1
14.2. Espaces vectoriels préhilbertiens et euclidiens

Définition : E un espace vectoriel réel est dit préhilbertien réel quand il est muni d’un produit sca-
laire. Si, de plus, il est de dimension finie, il est dit euclidien.

Résumé de cours de Sup et Spé T.S.1. © Christophe Caignaert — Lycée Colbert 59200 Tourcoing — http://c.caignaert.free.fr 25



14.3. Inégalités

Théoreme : On al’inégalité de Schwarz, ou de Cauchy-Schwarz: VYu,veE, [(u,v)| <|ull|v]

Théoreme : On al’inégalité triangulaire: Vu,veE, |u+v| <|u|l+|]|.

14.4. Endomorphismes symétriques

Définition : Un endomorphisme f est dit symétrique & Vu,v e E, (f(u),v)=(u, f(v))

Théoreme : f est symétrique < sa matrice dans une base orthonormale est symétrique.

14.5. Matrice symétrique réelle

Théoreme : Une matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormale, c’est a dire
avec au besoin une matrice de passage orthogonale, telle que: P~ ='P.

Les sous-espaces propres ainsi que les vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont
orthogonaux 2 a 2.

14.6. Procédé de Schmidt

Théoréeme : Tout espace vectoriel euclidien possede une base orthonormale.

Le procédé de Schmidt permet de construire effectivement une base orthonormale a partir d’une base
quelconque.
* On part d'une base quelconque (e, ey,...,¢€,)
* On pose ¢] = —L
el

C’est le premier vecteur de la base orthonormale.
e On pose €, = e, + A.g;

On cherche A tel que <s’§, £1> =0, ce qui donne A = —(e;,¢;)

83(-

* On pose ) = ——
&
C’est le deuxieme vecteur de la base orthonormale.

e On pose &5 = e3+ \.gj + &

A =—(e3,€1)

<€*3,61> =0 . .
On cherche A et u tel que , d’ou
=0 p=—(e3,€)

(e5:62)
8*
* On pose &3 = —

3
C’est le troisieme vecteur de la base orthonormale.

* On continue ainsi en n‘oubliant pas qu’a chaque étape, le calcul s’allonge. ..

* En pratique, on travaille en théorique le plus longtemps possible! On profite ainsi de nombreuses
simplifications a priori.

Ce qu’on peut voir en dimension 2 sur la figure 1, page suivante.

14.7. Projection orthogonale sur un sous espace de dimension finie

Théoréme : E un espace vectoriel préhilbertien, F un sous espace vectoriel de dimension finie muni
d’une base orthonormale (ey, e,,..., e,). Alors

pru—pl(u)=(u,e)y.e +--+(u, e,).e,
définit un projecteur. Et comme (u —p(u)) € F+, on dit que p est la projection orthogonale sur F.

Ce qu’on peut voir sur la figure 2, page ci-contre.
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o >
— —
€1 €1

Figure 1 — Procédé de Schmidt en dimension 2

Figure 2 — Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

14.8. Meéthode des Moindres Carrés
a/ Probléme

On a un phénomene, physique par exemple, qui, en théorie suit une loi affine du type : v =ax +0.
Par ailleurs, on cherche expérimentalement a vérifier les valeurs théoriques de a et b.
Pour cela, on réalise une série de n mesures : (x1,v1),(X2,92),---, (X, V)

b/ Solution

On cherche a minimiser la somme des carrés des différences d’ordonnées entre les points (x;,v;) et
(x;,ax; +b).
Sur la figure 3, page suivante, les segments dont on minimise la somme des carrés des longueurs sont
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verticaux et tracés en vert.

AV

Figure 3 - Méthode des Moindres Carrés

n
On cherche donc a minimiser: ) (y;—ax;— b)z.
i=1
Pour cela, on annule les dérivées partielles par rapport a b et a a, ce qui donne en simplifiant un peu
les égalités obtenues :

n n n n n
Z;},— = aZx,-Jrnb et inyi :ale-z+bei
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

On résout simplement ce systeme de 2 équations a 2 inconnues a et b.

c/ Autre interprétation

ax,+b
: . X axy+bf .
Cela revient aussi simplement a ce que le vecteur i soit la projection orthogonale du vecteur

ax,+b

n |

) , . , X2

sur l'espace vectoriel engendré par | | |et
Yn Xy 1

Les réels a et b sont alors les coordonnées de la projection orthogonale du vecteur indiqué dans cette
base (non orthonormale). En écrivant les orthogonalités voulues, on obtient le méme systeme.
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15. Groupe Linéaire et Groupe Orthogonal

15.1. Groupe linéaire

Théoreme : E un K espace vectoriel. L'ensemble des isomorphismes de E, muni de la loi o de compo-
sition des applications est un groupe, appelé groupe linéaire de E et noté GL(E).

Notation: Si E = R"” ou E = C", le groupe linéaire de E se note GL, La loi est alors le produit des
matrices.

15.2. Groupe orthogonal

Définition : Un endomorhisme f de E un espace vectoriel réel, est dit orthogonal
& f conserve le produit scalaire
SVYuvek (f(u)fv)=(uv)

Théoreme : f est orthogonal & f conserve la norme
S VYuek, |If(u)ll=lull

Définition : Une matrice M est orthogonale & M est la matrice d’'un endomorphisme orthogonal dans
une base orthonormale.

Théoréeme : M est orthogonale < les vecteurs colonnes de M sont normés et orthogonaux 2 a 2
& les vecteurs lignes de M sont normés et orthogonaux 2 a 2

oM l=tM
osMIM=1
s MM=1

Théoreme : L'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E, muni de la loi o de composition des
applications est un groupe noté O(E), sous groupe de GL(E).

Notation : Si E =1IR", le groupe orthogonal de E se note O(n) La loi est alors le produit des matrices.
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Deuxieéme partie

Analyse

16. Suites
16.1. Suites

Définition : (u,),cn converge vers [
&Ve>0, dpelN, Vnzp, |u,—I<¢

Théoreme : La limite /, quand elle existe, est unique.

Cette définition est valable pour une suite réelle ou complexe.
Dans le cas d’une suite vectorielle, il suffit de remplacer |u,, —I| par ||u, —||.

Théoreme : L'ensemble des suites muni de la somme de deux suites et de la multiplication par un sca-
laire a une structure d’espace vectoriel sur K. Il en est de méme de I'ensemble des suites convergentes.

16.2. Sous-suites
Définition :
(V1) jepny €St une sous-suite de (1), © J @ : IN — IN strictement croissante telle que (v,,) = (u(p(n))

Théoreme : (u,), . converge vers | = toute sous-suite de (u,),cn converge vers [
Si deux sous-suites ont des limites différentes ou si une sous-suite diverge, la suite diverge.

Théoréeme : Une suite convergente est bornée.

u, — 1 Uy, +v, > 1+
Théoréme: Quand n— +oco, v,—0 } =< u,v, 1
AelK A, — Al

16.3. Suites vectorielles

Uy =
L Upy =1y
Théoréeme : Onaun:(uln, uzn,...,upn)etl:(ll,lz,...,lp), alors u,—l&o

Uyy — |

pn P

16.4. Suites réelles ou complexes

Définition : Deux suites sont équivalentes < u, = v, w, avec w, — 1.

En pratique, si a partir d’un certain rang v, # 0, cela revient a : e
VTZ

Théoreme : Dans les conditions ou les logarithmes sont définis :
u, ~v,=Inu, ~ Inv,
+00 +00

On peut prendre le logarithme d’équivalents.

Théoreme : La suite (u,) converge & La série ) (u,, — u,) converge
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16.5. Suites réelles

Théoreme : Toute suite croissante majorée converge.
Théoreme : Toute suite décroissante minorée converge.

Théoreme : (suites adjacentes)
(un) /
(vn) \ ¢ = (uy) et (v,) convergent vers la méme limite
(un - vn) —0

16.6. Suites définies par une relation de récurrence

* Onaug€Dy,etVnelN, wuyyq=f(uy)etsiu, €Dp, uyq €Dy

* En tout état de cause, on résout d’abord 'équation : f(x) = x, ses solutions sont les limites éventuelles
de (u,), les points fixes de f, dans la mesure ou f est continue en ce point.

* Le procédé est basé sur I'inégalité des accroissements finis.

* Si, sur un intervalle I stable par f, ] un point fixe, et |f’(x)| < k <1, on montre que |u, 1 —I| < k|u, -]
et donc par récurrence immeédiate, que |u, —I| < k" |uy —I| ce qui assure la convergence.

16.7. Suites récurrentes linéaires

I1 s’agit, comme dans toute « équation linéaire », d’ajouter une solution particuliére du probléme avec
second membre a la solution générale du probléme sans second membre.

a/ Suite récurrente linéaire simple

. T -b\"
* auy, +bu,=0 Lasolution est géométrique u, = oc(—)
a

* auy,q +bu, =c Chercher une solution particuliere sous forme de suite constante

b/ Suite récurrente linéaire double

* AUy, +buy,, +cu, =0 On calcule les solutions de I’équation caractéristique ar?+br+c =0
o 2racines distinctes ry et r 1 u, = ar{ +pr}

o 1racine double r : u, = ar" + pnr"

o sur R, 2 racines complexes r =s e*'® : 4, = s" (acosnw + psin nw)

* auy,,+buy, +cu,=d Chercher une solution particuliere
o constante y
o ou, en cas d’échec, yn
o ou, en cas de nouvel échec, ynz

17. Fonctions R — R

17.1. Ensemble de définition

L’ensemble de définition de f est I’ensemble des valeurs de x telles qu'on puisse effectivement calculer
f(x). Pour cela, on regarde les dénominateurs, racines, quotients, logarithmes, tangentes. ..

b(x) b
Le probleme est plus complexe pour une fonction définie par une intégrale f f(t)dtou J f(x,t)dt.
a(x) a

De plus, si I'intégrale est généralisée, il faut méme chercher les x tels que I'intégrale converge. ..

17.2. Monotonie
Définition : f est croissante sur I un intervalle & (Va,b €el, a<b=f(a)< f(b))

f est strictement croissante sur [ un intervalle & (Va, bel, a<b= f(a)< f(b))
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Théoréme : f est dérivable sur I, un intervalle,
f est croissante sur [ & f’(x) > 0 sur I

Théoréeme : f dérivable sur I, un intervalle,
f’(x) = 0surlet f'nes’annule qu’en des points isolés, = f est strictement croissante sur I.

I Cette derniére implication n’est pas une équivalence. ..

Théoréme : Une fonction croissante, majorée sur [a,b[, admet une limite finie en b.

Théoreme : f continue, strictement monotone sur I un intervalle est une bijection de I sur f(I).
De plus, f~! est alors continue sur f(I).
17.3. Limite et continuité

Définition: limf(x)=1oVe>0, dJa>0, |[x—al<a=|f(x)-I<e
X—a

Si, de plus, I = f(a), on dit que f est continue en a.

On a une autre définition de limite en +oco0, qu'on peut adapter en —co.

Définition: lim f(x)=/oVe>0, JA>0, x>A=|f(x)-I|<e

X—>+00

On a encore une définition quand la limite est infinie — qu’on peut adapter pour une limite —co.

Définition: limf(x)=+c0c ©VA>0, Ja>0, |x—a|<a=f(x)>A.

X—a

Et, enfin, une derniére définition pour une limite infinie a I'infini — qu’on peut...

Définition: lim f(x)=4c0c & VA>0, dB>0, x>B= f(x)>A.

X—+00
Pour éviter ces multiples définitions de la notion de limite, on peut considérer la droite « ache-
vée»: R=RU{-oo,+o0}.
Mais il faut alors donner les définitions en terme de « voisinage ».

Théoreme : Une fonction admettant une limite finie en un point est bornée au voisinage de ce point.

Théoréeme : Une somme, un produit, une combinaison linéaire, une composée, un quotient (quand ils
sont définis...) de fonctions continues en un point sont continues en ce point.

17.4. Continuité sur un intervalle

Définition : Si f est continue en tout point a d’un intervalle I, on dit que f est continue sur I.

Théoréme : Une somme, un produit, une combinaison linéaire, une composée, un quotient (quand ils
sont définis...) de fonctions continues sur un intervalle sont continues sur cet intervalle.

Théoreme : f (I)'image d’un intervalle I par f continue sur I est un intervalle.

Théoreme : L'image d’un segment [a,b] par f continue sur [a,b] est un segment [c,d].
Une application continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

Corollaire: (Théoréme des valeurs intermédiaires)
Si f est continue et change de signe entre a et b, alors, il existe ¢ dans [a, b] tel que f(c) = 0.
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17.5. Fonction en escalier, fonction continue par morceaux

Définition : Si f est définie sur I = [4,b], avec ayp =a <a; <a, <---<a, =b etsi f est constante sur
tous les intervalles |a;_y,4;[, pour i € {1,...,n}, on dit que f est en escalier sur I.

Définition : Si f est définie sur [ =[a,b], avecag=a<a; <a, <---<a, =betsi f est continue sur tous
les intervalles |a;_1,a;[, pour i € {1,...,n}, on dit que f est continue par morceaux sur .
17.6. Limites usuelles

Les limites usuelles permettent de résoudre de nombreuses formes indéterminées.
On se reportera aussi, bien sir, aux développements limités usuels ...pour des cas plus complexes a
étudier.

a/ LimitesenO

. sinx . 1l—cosx 1 .oe¥-1 .
lim =1 lim — = — lim =1 limxlnx=0
x—0 X x—0 x2 2 x—0 X x—0
b/ Limites en +o0
. Inx .oer . y
lim — =0 lim = +o0 lim xe™ =0
X—+00 x X—+00 X X—+00

c/ Croissances comparées

Les limites suivantes sont connues sous le nom de théoreme des croissances comparées.

On aici « et p strictement positifs.

In®x . ew

lim x® InPx =0 lim =0 lim — =400 lim x%e P =0
x—0 x—+oo  xP x—+00 X X400

17.7. Equivalents
Définition: Onditque: f(t) ~ g(t) e f(t)=g(t)(1 +e&(t)) aveclime(t)=0

t—a t—a
Ici, a est fini ou infini.
En pratique, cela revient a ce que le quotient tend vers 1.

Les équivalents ne s’ajoutent pas.

Quand on veut trouver un équivalent, le mieux est de mettre « de force » 1’équivalent pressenti en
facteur et de montrer que l'autre facteur tend vers 1.
On revient ainsi, sans risque, a la définition.

Théoreme : Dans les conditions ou les logarithmes sont définis :
f(t) ~ g(t)=>Inf(t) ~ In g(t) to étant fini ou infini.
0 0

I On peut prendre le logarithme d’équivalents.

17.8. Négligeabilité
Définition : On dit que : f(t) = o(g(t)) & f(t)=g(t)e(t) aveclime(t)=0.
—a

t—a
Ici, a est fini ou infini.
En pratique, pour une fonction g qui ne s’annule pas au voisinage de a,

f()

cela revient a ce que le quotient —— tend vers 0 au point considéré.

g(t)
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Définition : On dit que : f(t) = O(g(t)) & f(t)=g(t)h(t) avec h(t) borné au voisinage de a.

a

On utilise ceci principalement sous la forme o (") ou O(t") dans les développements limités.

18. Dérivabilité

18.1. Dérivée, classe ¢! et notations

f(x)—f(a)

Définition : f est dérivable ena &
x—a

a une limite finie quand x tend vers a.

df

Notation : Cette dérivée en a est notée f’(a) ou Df (a) ou encore d—(a).
X

Théoreme : f dérivable en a = f est continue en a. La réciproque est fausse!

Définition : f est dérivable sur I & f est dérivable en tout point a € I.
Si, de plus, la fonction dérivée est continue sur I, on dit que f est de Classe ¢! sur I.

df

Notation : Cette fonction dérivée sur I est notée f’, ou Df, ou encore I
X

18.2. Classe €™

Définition :
f est de classe € sur I © f est n fois dérivable sur I, la dérivée n°™¢ étant, de plus, continue sur I.

. d"
sur I est notée f") ou D" f ou encore 3 ];
X

Notation : Cette fonction dérivée nme

18.3. Application de classe ¥ par morceaux sur [, b]

Définition : f définie sur [a,b], a valeur dans IR.
f est de classe €% par morceaux sur [a,b]
il existe ag, ay,..., a, telsque ag=a<a; <---<a, =b et tels que
ol Viell,2,...,n} fdeclasse ¢k sur lai—1,a;i]

prolongeable par continuité sur [a;_y,a;]avec f; = f|] la prolongée de classe €*

aj_1.a[

La figure 4, page ci-contre, représente une fonction discontinue et de classe ¢! par morceaux sur [a, b].

18.4. Sommes et produits de fonctions dérivables

(f+g) = f'+¢
Théoréme: f et g dérivables en un point ou sur un intervalle = { (f xg) = f'xg+fxg’
(1)' _ fixg-fxg

2
8 8
En se plagant pour cette derniere propriété en un point ou g est non nulle.

n
Théoréme : Si f et g sont n fois dérivables: (f xg)™ =Y (1) f®) x gln=H)

Ceci s’utilise surtout avec une des deux fonctions qui est un polyndme, une exponentielle ou une fonc-
tion trigonométrique.
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5

Figure 4 — Exemple d’application discontinue et de classe ¢! par morceaux sur [, b]

18.5. Dérivée d’'une fonction composée

Théoréme: (gof) =(¢'of)xf'  cestadire:  (g(f () =g (f (x)x f'(x)

Théoreme : En un point ou f’ est non nulle : (f‘l), = W C’est a dire : (f‘l),(y) =
o

avec les notations habituelles v = f(x).

18.6. Dérivée et prolongement par continuité

Pour étudier la dérivabilité d’une fonction en un point ou elle a été prolongée par continuité, on peut
o x)—f(a
* ou calculer la limite de fx)=fla)
xX—a

%1

* ou bien calculer la limite de f’(x)
o quand cette limite existe et est finie, f est de classe ¢!,
o quand cette limite est infinie, f n’est pas dérivable au point,
o mais s’il n'y a pas de limite, on ne prouve rien...

qui permet d’obtenir la dérivabilité mais ne prouve pas la classe

18.7. Théoreme de Rolle et des Accroissements Finis, Formules de Taylor

Théoreme: (Rolle)
f continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[, f(a)=f(b)=3dce€]ab|, tel que: f’'(c)=0

Théoreme : (Egalité des accroissements finis)

f continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[,= dc € ]a,b[, tel que: f'(c) =

Théoreme : (Inégalité des accroissements finis)

< sup |f’(c)|
c€la,b|

b)—f(a)’

f continue sur [a,b], dérivable sur ]a, b[, de dérivée bornée = ’f( —
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On n’écrira ici que les formules de Taylor en 0 ou sur 'intervalle [0, x], sauf pour la formule de Taylor-
Young.
On peut se placer en un point a ou sur [a,b], en adaptant les notations.

Théoréeme : (Taylor-Young)
Si f est n-fois dérivable au voisinage de 0 :

2 n n

F) = FO)+Xf/(0)+ 2 F7(0) 4+ 2 FM(0) 4 0(x")  avec Tim 25D =

2! n! x—0 X7

Théoréeme : (Taylor-Young)
Si f est n-fois dérivable au voisinage de x :
2 n
X=xq) ., X=x0)° ., X—X

£ = £ )+ X0 gy By 0T 00 ) 4 ()

avec lim e(x—xg) =0
X—Xg
Théoreme : (Taylor avec reste intégral)
Si f est de classe €1 sur I'intervalle :

2 n X (v _ $\N
F5) = F10) 437 (0)+ 370+ 0y [ pryar

n!

Théoréeme : (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Si f est de classe ¢! sur I'intervalle :
x

-2 n n+1
’f(x)—(f<o>+xf'<o>+’;—!f"<o>+---+ <”><o>)|< M sup [

E (7’1+ 1)‘ tE[O,x]

18.8. Zéros d'une fonction

Une fonction continue qui change de signe sur un intervalle s’annule au moins une fois, d’apres le
théoréme des valeurs intermédiaires. On appelle les valeurs de x telles que f(x) = 0 les zéros de la
fonction.

Si on ne sait pas calculer les valeurs exactes de ces zéros, on en calcule des valeurs approchées par des
méthodes itératives.

a/ Recherche d'un zéro d’une fonction par dichotomie

Théoreme : Soit f continue et strictement monotone sur [a,b] telle f(a)f(b) <0, c’est a dire f(a) et f(b)
de signes différents, alors, il existe un unique c €]a, b tel que : f(c) = 0.

Pour trouver une valeur approchée de ce zéro, on calcule le signe de f (#)

On continue en remplacant [a, b] par :

. [a, #] sif(a)etf (%b) sont de signes différents;

. [#, b] sif (#) et f(b) sont de signes différents.

Ainsi, ¢ est toujours dans l'intervalle considéré et on a une valeur approchée de c a ¢ prés des que la
longueur de I'intervalle est inférieure a «.

Comme la longueur de cet intervalle est divisée par 2 a chaque étape, la convergence est rapide.

b/ Théoréme de Newton-Raphson

Théoréme : Soit f de classe €2 sur [a,b], a < b, avec f(a) et f(b) de signes différents, f’ et f” qui ne
s’annulent pas sur ]a, b[,

xo tel que f (xg) f” (xg) = 0, alors f possede un unique zéro dans [a, b], limite de la suite (x,,) définie par :
S (xn)

f7(xn)

Xo=a et VxelN, x,1=x,—
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La convergence de la suite est plus rapide que par dichotomie.

On peut choisir xy = g, ou x¢ = b, le mieux est de regarder le graphe de f sur [a, b].

On obtient x,,; par intersection de 'axe des abscisses et de la tangente a la courbe au point d’abscisse
X,, comme on peut le voir sur le graphe 5, ci-dessous.

AV

Figure 5 — Théoréme de Newton-Raphson

18.9. Développements limités

On n’écrira ici que des développements limités en 0. on peut se placer en un point a en adaptant les
notations.

Définition : On dit que f admet un développement limité a 'ordre n en 0
& il existe ag, ay,..., a, tels que f(x) =ag+a;x+---+a,x" +o(x")

f admet un dly en 0 & f est continue en 0
f admet un dl; en 0 & f est dérivable en 0. (mais on ne peut pas généraliser a un dl,,...)

Théoréme : f est de classe " en 0 = f admet un dl, en 0, qui est le développement de Taylor !

18.10. Opérations sur les dl,,

On agira toujours avec des développements au méme ordre.
e Somme : ajouter simplement les parties réguliéres.
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* Produit : faire le produit des parties régulieres et tronquer a l'ordre n.
ﬂ, avec lim u(x) = 0, et utiliser
1+ M(X) x—0 1
* Composée : pour g o f, vérifier que f(0) = 0, faire la composée des parties réguliéres et tronquer a
l'ordre n.
* On obtient un dl,,; de la primitive de f en intégrant terme a terme le dl, de f.
Attention aux constantes d’intégration...On ne peut pas faire la méme chose pour la dérivée!

e Quotient : se ramener a k

1
=l-u+-+(=1)"u"+o(u"
u

19. Fonctions usuelles

19.1. Exponentielle et Logarithme

* La fonction exponentielle : x > exp(x) = e* est définie sur R, croissante. On peut aussi la définir sur
C.
Sa dérivée est elle méme : x > exp(x)
Elle vérifie la propriété fondamentale: Va,beR, exp(a+b)=-exp(a)exp(b).
Cette propriété est d’ailleurs encore vérifiée sur C.

X —00 0 +00

/y+oo
Sur R, le tableau de variation est :
exp(x) 1

v

¢ La fonction logarithme est la réciproque de la précédente et n’est définie que sur R’,, croissante.

Sa dérivée est : x — —

X
Elle vérifie la propriété fondamentale: Va,be R}, In(ab)=1In(a)+In(b).

X 0 1 +00

/|+oo
Le tableau de variation est :
In(x) 0

Ces deux fonctions sont tracées sur la figure 6, page ci-contre.

19.2. Fonctions trigonométriques circulaires

 La fonction sinus, x + sin(x), est définie sur R, 27 périodique, impaire;
Sa dérivée est : x > cos(x)

X - -/2 0 T2 ™

1
Le tableau de variation est : / \

sin(x) 0 0
NS

 La fonction cosinus, x > cos(x), est définie sur R, 27 périodique, paire;
Sa dérivée est : x — —sin(x)

X - -1/2 0 T2 ™

1
Le tableau de variation est : 0 / \l 0

cos(x)
e N

in(x)
0s(x)

=1+ tan?(x)

. S L . L 4. . .
e La fonction tangente, x > tan(x) = , est définie sur IR\{% + k7, k € Z}, T périodique, impaire;
C

Sa dérivée est : x >

cos?(x)
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Figure 6 — Fonctions Exponentielle et Logarithme

X -1/2 0 /2

/H—oo
Le tableau de variation est :
tan(x) 0

Les fonctions Sinus et Cosinus sont sur la figure 7, ci-dessous.

v = sin(x)

-7 —711/2 0 /2 FId '\>

v = cos(x)

Figure 7 — Fonctions Sinus et Cosinus

Les fonctions Tangente sont sur la figure 8, page suivante.

19.3. Fonctions trigonométriques réciproques

* La fonction arcsinus, x - arcsin(x), est définie sur [—1, 1], impaire, croissante ;
1

V1 -—x?

Sa dérivée est : x —
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v = tan(x)

|\

-7 -71/2 0 = 77/2 ¢

Figure 8 — Fonctions Tangente

X -1 0 1
s
2
Le tableau de variation est : . /'
arcsin(x) 0
_I /'
2

 La fonction arccosinus, x — arccos(x), est définie sur [—1,1], décroissante;
-1

V1 —x2

Sa dérivée est : x —

by -1 0 1

Tl\
Le tableau de variation est : -
arccos(x) 5

* La fonction arctangente, x — arctan(x), est définie sur R, impaire, croissante;

Sa dérivée est : x —

1+ x?
X —00 0 +00
i
o /‘ 2
Le tableau de variation est :
arctan(x) 0
_z/
2

On a illustré les fonctions Arcsinus et Arccosinus dans la figure 9, page suivante.
On a illustré la fonction Arctangente dans la figure 10, page ci-contre.

Il faut se méfier des touches des calculatrices qui notent par exemple « tan™! » 'application
réciproque de I'application « tan », c’est a dire 'application «arctan »...

Cela provient de ce que 'application « réciproque » est ’application « inverse » pour la compo-
sée des applications...
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AV
__7T
V = arccos(x) o
A
X
o 0
y = arcsin(x)
__—n/2

Figure 9 — Fonctions Arcsinus et Arccosinus

7t/2

LY N

v

\

v = arctan(x)

—71/2

Figure 10 — Fonction Arctangente

19.4. Fonctions trigonométriques hyperboliques
et —e™
* La fonction sinus hyperbolique, x > sh(x) = — est définie sur R, impaire, croissante;

Sa dérivée est : x > ch(x)

/|+oo
Le tableau de variation est :
sh(x) 0

. . . et +e e .
 La fonction cosinus hyperbolique, x — ch(x) = — est définie sur R, paire;

Sa dérivée est : x > sh(x)
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0 +00

ch(x)

-0
Le tableau de variation est : +°°\ /v+°°
1

h(x) _e*-1 o N
* La fonction tangente hyperbolique, x > th(x) = ihiz; = 22x+ T est définie sur |- 1,1[, impaire,

croissante;

Sa dérivée est: x> ——=1 —th?(x)
ch?(x)
X —00 0 +00
/|+1
Le tableau de variation est : th(x) /' 0
-1

Rappelons la relation fondamentale de la trigonométrie hyperbolique : ch?a—sh?a=1
Les deux fonctions x — ch(x) et x — sh(x) sont tracées sur la figure 11, de la présente page.

AV

v = ch(x)

Y.

\

v =sh(x)

Figure 11 — Fonctions Cosinus et Sinus Hyperboliques

La fonction x — th(x) est représentée sur la figure 12, page ci-contre.

19.5. Fonctions trigonométriques hyperboliques réciproques

* La fonction argument sinus hyperbolique, x — Argsh(x), est définie sur R, impaire, croissante;
1

V1 + x2

Sa dérivée est : x —

/'+OO
Le tableau de variation est : Argsh(x) 0
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v

\

v =th(x)

Figure 12 — Fonction Tangente Hyperbolique

 La fonction argument cosinus hyperbolique, x — Argch(x), est définie sur [1,+o0], croissante ;

Sa dérivée est : x >

x?-1

X 1 +00

L . +00
Le tableau de variation est : Argch(x) /‘

* La fonction argument tangente hyperbolique, x — Argth(x), est définie sur |—1,1[, impaire, crois-
sante;

Sa dérivée est : x —> 5
1—-x

X -1 0 +1

/' e
Le tableau de variation est : Argth(x) 0

/

—00

Les deux fonctions x — Argch(x) et x — Argsh(x) sont tracées sur la figure 13, ci-dessous.

AV

y = argch(x)

Y.

\

Figure 13 — Fonctions Argument Cosinus et Argument Sinus Hyperboliques
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La fonction x — Argth(x) est représentée sur la figure 14, ci-dessous.

AV
A
> >
0
v = argth(x)
Figure 14 — Fonction Argument Tangente Hyperbolique

19.6. Autres fonctions usuelles

Voir le tableau 1, page suivante, des dérivées et des développements limités usuels.
On ajoutera la dérivée n°™¢ de sinx qui est : sin(x + HE)’ et celle de cosx qui est : cos(x + HE)'

On a indiqué I'ensemble de définition de f’ quand il différait de celui de f.
Pour les deux dernieres qui dépendent d’'un parametre a4, on a indiqué les résultat valables pour a

quelconque.

44 Résumé de cours de Sup et Spé T.S.I. © Christophe Caignaert — Lycée Colbert 59200 Tourcoing — http://c.caignaert.free.fr



Tableau 1 — FoncTions USUELLES

f D; f d,
n x2k+1
sinx R cosxzsin(x+%) kgo(—l) ero(xz’”z)
COS X R —sinx:cos(x+ E) i (-1)f x +o(x2”+1)
: k=0 (2k)!
tan x ]—E,E[+kn,keZ ;:1+tan2x x+£+o(x4)
22 cos? x 3
. 1 X 4
arcsin x [-1,1] (]-1,1]) X+ — +o0(x¥)
1—x? 6
arccos x [-1,1] ! (]-1,1]) ik X3+ (x*)
-1, - -1, ——x——+o(x
V1 = x2 2 6
arctan x R ! i( )k X2 ( 2”+2)
- olx
1+x2 Part (2k+1)
n Xk
eX R e Y —+o(x")
k=0 k!
1
Inx 10, + o0 -
X
1 - k+1 X
In(1 + x) ]-1,+00| Y (1) —+o(x")
1+x k=1 k
: R\ (1) ¥ (-1 o (x)
1+x k=0
1 ! X "
1- —c0,+1 - B
n(l-x) J—o0,+1] T k:1k+o(x)
1 n
R\ {1} Y xf+o(x)
1-x k=0
chx R shx i . + ( 2””)
) —— +o(x
K=o (2k)!
L x2k+1 2n+2
shx R chx k§0m+0<x )
1
th x R 5 =1-th’x x+o0(x?)
ch”x
1
Argchx [1,+00]
x2-1
1
Argshx R
1+x2
Argth x R !
gH- 1-x2
x“ 10, +00[ ou R ou R* ax 1 (a=0)
1 -1)...(a—k+1
(L+x)* | ]-1,400[, Rou R\ {-1} a(l + x)*! 1+ ) ala-1) kfa il )xk+o b
k=1 :
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20. Trigonométrie

20.1. Propriétés élémentaires

2

Rappelons la relation fondamentale de la trigonométrie : cos’a+sin®a = 1.
La figure 15, ci-dessous, représente le cercle trigonométrique.
AV
tan(@) b — - - — - — — — —
gmmq----
|
|
|
|
|
0 |
: X
0 cos(0)
Figure 15 — Cercle Trigonomeétrique
Les valeurs des lignes trigonométriques a connaitre sont :
0| w/6 | /4 | /3 | /2
sin | 0| 1/2 | vV2/2 | V3/2| 1
cos | 1 [V3/2|~V2/2] 172 | 0
tan | 0| V3/3 | 1 V3 | +o0
20.2. Symétries
sin(—x) = —sinx cos(—x) = cosx tan(—-x) = —tanx
sin(x+m) = —sinx cos(x+m) = —cosx tan(x+7) = tanx
(5] (57 = 5=
sin[=—x] = cosx cos| = —x| = sinx tan{ = —x| =
2 2 2 tanx
. LS T . T 1
sm(x+—) = COsXx cos(x+—) = —sinx tan(x+—) = -
2 2 2 tanx
sin(x+nm) = (=1)"sinx cos(x+nm) = (—=1)"cosx tan (x+nm) = tanx
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20.3. Arcdouble

cos’a—sin’a 5
. . tana
cos2a = { 2cos’a-1 sin2a=2sinacosa tan2qa = —————
1 —tan?a
1-2sin’a
) 1+cos2a .2 1—cos2a ) 1—cos2a
cos‘qa = ——— sin“g=——— tan‘g = ——
2 2 1+cos2a
20.4. Sommes d'arcs
sin(a+b) = sinacosb+sinbcosa cos(a+b) = cosacosb—sinasinb
sin(a—0b) = sinacosb—sinbcosa cos(a—Db) = cosacosb+sinasinb
tana+tanb tana—tanb
tan(a+b) = — tan(a—b) =

1 —tanatanb 1+tanatanb

N 1+tana T
Notons le cas particulier : ———— =tan{a+ —).
1 -tana

20.5. Transformation de produits en sommes

cos(a+b)+cos(a—"b) cos(a—b)—cos(a+b)

b= . inb =
cosa cos 5 sina sin 5
in(a+b)+sin(a—b
sindcosh = sin(a + b) ' sin(a—b)

20.6. Transformation de sommes en produits

sinp+sing = 251np+qcosp;q Ccosp+cosqg = 2cosp+qcosp£q
sinp—sing = 2sin2 = cos P14 Cosp—cosq = 2sinP X T gn P4
2 2 2 2
tanp+tanq:sm(p—+q)
Cospcosq

20.7. Formule de Moivre

. . N n 1 . .
(cosa+isina)” = (em) = ¢ =cosna+isinna

20.8. Fonctions réciproques

T T T T
arcsin: [-1,1] — [——, —] arccos: [-1,1] - [0, 7] arctan: R — ]——, —[
2°2 22
T
T 1 = si x>0
arccosx +arcsinx = 5 arctan. +arctan— = 721
5 si x<0

sin (arccosx) = cos(arcsinx) = V1 — x?

X 1
sin (arctanx) = —— cos(arctanx) = ———
V1 +x2 V1 +x2
20.9. Pour le calcul intégral
0 2t 1-t? 2dt
Sit=tan—, alors: tan O = ; sin@ = ; cosO= ; =
2 1-1t2 1+1¢2 1+1¢2 1+1¢2
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21. Recherche de primitives

21.1. Fraction rationnelle en x

L’énoncé nous guide pour transformer au besoin la fraction rationnelle :

P’(x)

P(x)

/

e Jes termes en

, s’'intégrent en : In|P(x)|
1
X ———
l-p P(x)p!

, s’integrent en In|x — 4|

e Jes termes en ——, s’intégrent en :
P(x)P 8

e Jes termes en
X—a

1 s 1 1
* les termes en ——, s’integrent en : X —~
(x—a) l-p (x-a)

ax+b R L. ax+b 5 x(2x+p) (b—%p)
e les termes en o avec A<O0,s Iintegrent en ecrivant : +
X +px+q

X2+ px+q - X24px+q  x2+px+gq
5 x(2x+p)

o en ln(x2 +px+ q) pour le terme : , et ensuite,

X2+ px+g

o en arctan pour le nouveau terme constant :

21.2. Fractions rationnelles diverses

Dans tous les cas, on indique un changement de variable, du type u = ..., qui permet d’obtenir une
fraction rationnelle en u.

a/ Fraction rationnelle en e, chx, shx

Poser u =e”.

b/ Fraction rationnelle en x et Vax+ b

Poser u = Vax +b.

c/ Fraction rationnelle en sin x et cos x

Regle de Bioche : on regarde si f(x)dx est invariant quand on change

° xen —Xx, poser alors : U = COSX,
* xenT—Xx, poseralors: U =sinx,
* xenT+x, poseralors: U =tanx,

en cas d’échec, poser u = tan E. Voir a ce propos les formules nécessaires au paragraphe 20.9..
2

Attention, c’est bien 1’élément différentiel « f(x)dx » qui doit étre invariant.

21.3. Polyndme x exponentielle

On peut :
e Intégrer par parties en diminuant le degré du polynome ou,
 chercher une primitive de la méme forme avec un polynome du méme degré.

21.4. Primitives usuelles

Voir le tableau 2, page 50, des primitives usuelles.
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Notons qu’'une primitive n’a de sens que sur un intervalle. Si on change d’intervalle, il y a au
moins la constante qui change, mais pas seulement. En effet In(x) peut devoir étre changé en
In(-x) quand on travaille sur R*...

C’est pourquoi, dans un premier temps, dans un calcul de primitive, on écrira toujours un
logarithme avec une valeur absolue.

22. Intégrale de Riemann (ou intégrale simple)

22.1. Primitive

Théoréme: (Darboux)
Une fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle. Deux primitives
différent d’une constante.

b
Définition : J f(t)dt = F(b)—F(a), avec F une primitive de f.
a

b
Dans un repere orthonormal, I'intégrale | f(t)dt est aussi laire algébrique délimitée par la

a
courbe et 'axe Ot de la variable entre t =a et t = b.

Théoréeme: (Chasles)

b c b
j f(t)dt = J f(t)dt +J f(t)dt, avec f continue sur la réunion des intervalles.
a a c

Théoréme : (Linéarité)

b b b
[T xroengmar=a | rwdren [ gt

22.2. Interprétation géométrique

L'intégrale simple sur [a,b] de f est l'aire algébrique entre le graphe de f et ’axe des abscisses.
* Quand la fonction est positive, comme sur la figure 16, ci-dessous, l'aire algébrique se confond avec
l'aire géométrique, c’est a dire l'aire hachurée.

Figure 16 — L’intégrale simple d’une fonction positive est ’aire hachurée

Résumé de cours de Sup et Spé T.S.1. © Christophe Caignaert — Lycée Colbert 59200 Tourcoing — http://c.caignaert.free.fr 49



Tableau 2 — PRIMITIVES USUELLES

Primitives simples

Fonction Primitive Remarques
xa+1
x4 3 Sauf pour a = -1, sur R, ou R*, ou R} selon le cas
a
1 . "
- In|x|+C Sur un intervalle de R
X
1 1 1 . .
— + C | Sur un intervalle de R*, sauf pour a =1
x4 1—a x+!
1 .
n In|x+a|+C | Sur un intervalle ne contenant pas —a
X+a
1 1 X .
5— | —arctan—+C | Sur un intervalle de R
x*+a a a

arcsinx +C

Sur un intervalle de ]-1,1[. Ou bien —arccosx + C’

- Argchx+C | Sur un intervalle de [1, +oo[
x-—1
1 .
Argshx+C | Sur un intervalle de R
1+x?2
e’ e*+C Sur un intervalle de R
cosx sinx +C Sur un intervalle de R
sinx —cosx+C Sur un intervalle de R
1 . T T
5 tanx + C Sur un intervallede |-—,=| +km, ke Z
Ccos<x 22
. T TC
tanx —In|cosx|+C | Sur un intervalle de ]—5, E[ +km, keZ
chx shx+C Sur un intervalle de R
shx chx+C Sur un intervalle de R
thx In(chx)+C Sur un intervalle de R
Utilisation de fonctions composées
Fonction Primitive Remarques
u'u" n}rl u™1 4+ C | Sur unintervalle o u est de classe ¢!, n = —1
u’ ) . \
— Injul+C Sur un intervalle ol u est de classe €', u(x) =0
u
u’ 1 , . q
— = +C | Sur un intervalle ou u est de classe ¢, u(x) =0, n = 1
un nogn—1
u’ 1 u . N 51
5—> | —arctan—+C | Sur un intervalle ou u est de classe €
a’+u a a

50

Résumé de cours de Sup et Spé T.S.I. © Christophe Caignaert — Lycée Colbert 59200 Tourcoing — http://c.caignaert.free.fr




* Quand la fonction est de signe variable, comme sur la figure 17, ci-dessous, l'aire algébrique est la
différence des aires géométriques au dessus et en dessous de 'axe des abscisses, c’est a dire des aires
hachurées.

vA

v=f(x)

S
=

Figure 17 — L'intégrale est la différence des aires hachurées en bleu et vert

22.3. Inégalités

. vtelab], f(1)
Théoréme : a<b } f f(t) J (t)dt

Théoréme : (Valeur absolue ou module)

b b
a<b=|| fde <J F(1)]dt

Ja

Théoreme : (Moyenne)
~b
a<b= f(t)dt| < (b—a) sup |f(1)]

Ja tela,b]

Théoréme : (Cauchy- Schwarz cas réel)

a<b:>(jf dt) jf dtxf g2 (t)dt

Théoreme : Cauchy Schwarz cas complexe)

j|f |dt><j|g (1)|dt

22.4. Théoreme des 3 conditions

Vtelab], f(t)=0
f continue sur [a,b] [a,b], f(1)=0

J;bf(t)dt:O

On utilise souvent ce théoréeme quand on a un produit scalaire défini par une intégrale, pour
montrer le caractére défini-positif de la forme quadratique.

a<b= r)dt

Théoreme :
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22.5. Intégrale dépendant d’'une borne
X

* Si f est continue sur [a,b], alors F(x) = J f(t)dt est de classe ¢! sur [a,b], et F'(x) = f(x)
a

u ([ Bl) Cla,b]

* Si f est continue sur [a,b], et si u et v sont de classe €'! sur [a, B], avec
v ([o, B]) C[a, b]

v(x)
alors F(x) = J f(t)dt est de classe €' sur [, B],  F'(x) = f (v(x)) xv'(x) = f(u(x)) x u’(x)
u(x)

I On ne confondra pas ce théoréme avec les suivants...

22.6. Continuité et dérivation sous f pour une intégrale simple

Théoréme : (Continuité)
Ix[a,b] - R

(vt = f(u)

b

= F définie par F(x) = j f(x,t)dt est continue sur I
a

} avec f continue sur I x [4,b]

Théoréme: (Classe ¢'!)

2
Si, de plus, f admet une dérivée partielle of (x,t), continue sur I x [a, b],

dx
b 8f
= F est de classe ¢! sur [, et, F/(x) = j %(X, t)dt
a

22.7. Intégration par parties et changement de variable pour une intégrale simple

« Intégration par parties : u et v de classe ¢! sur [, b],

Jb w(t)'(£)dt = [u(t)v(t)]b - jb W (H)u(t) dt

a

¢ Changement de variable : f continue sur [a,b], ¢ de classe ¢! sur [a,B], avec ¢ ([o, B]) C [a,b],

p ) o(B)
[“remea= [
o P(a)
Le changement de variable est donc u = ¢ (t) dont on vérifiera qu’il est bien de classe ¢! sur
I'intervalle de variation de f.

22.8. Calcul approché d’intégrales et sommes de Riemann
On va faire un calcul approché de la valeur d’une intégrale de f sur [4,b] en divisant 'intervalle [4, b]
en n parties égales.

b—
Les bornes de ces parties sont donc: a+ kTa, pour k €{0,1,...,n}.

b- b- b-
a,quisont: a+(k-1) na,a+k7a,onapproximela

Sur chacun de ces intervalles de largeur

fonction par la valeur a une de ses deux bornes.
Ce qui donne :
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Théoréme : f continue sur [a,b]

Jim 2 kl o4 )—,};ngOTZf( a)=Lbf(t)dt

Si de plus f est monotone, une figure montre facilement que I’'une des deux sommes est un majorant,
l'autre un minorant de l'intégrale.
Enfin, quand [4,b] =[0,1], on obtient des sommes particulieres appelées sommes de Riemann :

Théoréme : f continue sur [0,1]
1 k 1
et )t () [ o

23. Intégrale généralisée (ou intégrale impropre)

23.1. Convergence

Définition : f est localement intégrable sur I & f est continue par morceaux sur I

Définition : f :[a,b[ —» R, continue sur [a,b] admet une intégrale généralisée en b
X

& | f(t)dt a une limite finie quand x — b~
a

On a la méme définition sur [a,+oo[, ]a,b], ou ]—co, b]. On écrira 'ensemble des théorémes pour
[a, b]

Le lecteur adaptera les énoncés aux autres intervalles.

Cependant le théoréeme dit du « faux-probleme » n’est pas applicable a l'infini.

La figure 18, ci-dessous, représente le cas ou b est fini et ou la fonction est positive. Le probleme est de
savoir si l’aire hachurée est « finie ».

AV

v

Figure 18 — Intégrale généralisée en un point fini

La figure 19, page suivante, représente le cas ou on est a l'infini et ou la fonction est positive. Le
probleme est de savoir si l'aire hachurée est « finie ».
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Figure 19 — Intégrale généralisée a I’infini

Théoreme : (convergence absolue)

b b b
J |f(t)|dt converge = j f(t)dt converge et : < J |f(t)|dt
a a a

Lbf(t)dt

b b b
Théoreme : Si f est de signe constant sur [a,b[, alors : J f(t)dt, j —f(t)dt et j |f(t)|dt sont
a a a

de méme nature.
La convergence de I'intégrale équivaut a sa convergence absolue.

Théoreme : (faux probleme)
f continue sur [a,b[, admettant une limite finie en b, c’est a dire qu’elle est prolongeable par

b
continuité (en un point fini b!), alors J- f(t)dt converge
a

Théoreme : (intégrabilité au sens fort)
f est dite intégrable, ou intégrable au sens fort, sur I un intervalle

si et seulement si | |f|est simple ou bien jlfl converge.
I I

I Sil'intégrale de f est généralisée, cela revient a la convergence absolue de 'intégrale.

23.2. Fonctions positives

Théoréme : (Riemann)

1
J‘ —dx converge & a<l
o X¢

+00
J — dxconverge & a>1
X

Théoréme : (Comparaison)
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b
j g(t)dt converge = f t)dt converge
)

(1

Vtela,bl, 0<f(t)<
J f(t)dt diverge = J- t)dt diverge

Théoréme : (Equlvalence
(1)

f(t) de signe constant

j f(t)dt et j (t)dt sont de méme nature

23.3. Théoréme des 3 conditions

Le théoréme des 3 conditions est encore applicable pour les intégrales généralisée.

Viela b, f()>0
Théoréme : fcontinue sur [a,6] | vy cpqp, f(t)=0

b b
j f(t)dt convergente et : J‘ f(t)dt=0

On utilise souvent ce théoréeme quand on a un produit scalaire défini par une intégrale, pour
montrer le caractere défini-positif de la forme quadratique.

23.4. Intégration par parties et changement de variable pour une intégrale généralisée

a/ Intégration par parties

u et v de classe ¢! sur [a,b[ b b
= j u(t)v’(t)dr et j u’(t)v(t)dt sont de méme nature
a a

lin;u(t)v(t) existe et est finie
t—
b b b
et si elles convergent : f u(t)v’(t)dt = [u(t)v(t)] —j u'(t)v(t)dt
a a

b/ Changement de variable

f continue sur I @(p)

B
¢ monotone de classe ¢! sur [o,p[ ¢ = | f(@(t) @ (t)dt et f (u)du sont de méme nature
¢(ax)
¢([a,pl) I

B (p)
et si elles convergent : flo() e (t)dt = j f(u)du
[0

Le changement de variable est donc u = ¢ () dont on vérifiera qu’il est bien monotone de classe
¢! sur I'intervalle de variation de .

c/ Travail en primitives

On peut, au besoin, se passer des théoremes d’intégration par parties et de changement de variable
dans les intégrales généralisées en travaillant en primitives. On revient alors aussi a la définition de la
convergence d'une intégrale généralisée par limite finie d’une primitive. ..

23.5. Un procédé de convergence

1
. S1onaa<1telque11n&t"‘f =0, alors |f(t |_o(ta)

et donc j f(t)dt converge absolument donc converge.
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e Sionaa>1tel que lim t*f(t) =0, alors |f(t)|=o(i),

t—+00 ra

+00
et donc J f(t)dt converge absolument donc converge.
1

I Ceci n’est pas un théoréme, il faut a chaque fois refaire la démonstration...

23.6. Continuité et dérivation sous j pour une intégrale généralisée

Ces théorémes sont valables sur tous les types d’intervalles, c’est pour I'exemple qu’on a défini
la continuité sur [a,b[ et classe €' sur [a, +oo].

Théoréme : (Continuité)
b
F définie par F(x) = f f(x,t)dt
a
,b[ > K
f: Jx[a,bl = avec f continue sur J x [a,b[,
(x, 1) > f(x,1)
b
Siil existe ¢ telleque: Vxe], Vtelab[, |f(xt)<(t), et J ¢@(t)dt converge,
a

alors F est définie et continue sur J.

Théoréme: (Classe ¢'!)
+00
F définie par F(x) = J f(x,t)dt
a

f:
of

* fet ) continues par morceaux et f intégrable (au sens fort) par rapport a t sur [a,+oo[;
x

Jx[a,+oco[ = K }
avec :
()= fx,1)

continue par rapport a x sur J

Siil existe ¢ telle que: Vxe], Vtel[a,+oo[, ‘g—i(x, t)

+00
alors F est de classe ¢! sur Jet: F/(x)= j %(x, t)dt.
a

+00
<@(t), et j ¢@(t)dt converge,
a

Il est important que @, ne dépende pas de x.
Ce sont des fonctions réelles positives dont les intégrales convergent.

23.7. Ensemble de définition

L'ensemble de définition d’une fonction F de la variable x est 'ensemble des valeurs de x pour lesquelles
on peut effectivement calculer F(x).

Ainsi,siona:

b

e Fi:x— | f(xt)dtou,

Ja
(00

* Fixm f (x,t)dt ou encore,

Ja
X

e Fix | f(t)dt

Ja
L'ensemble de définition de F est I’ensemble des valeurs de x telles que :
* l'intégrale est simple, ou bien,
» l'intégrale est généralisée et convergente.
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24. Intégrales doubles et triples

On définit les intégrales doubles et triples comme des intégrales simples emboitées.

24.1. Description hiérarchisée du domaine et intégrale

On ne peut calculer une intégrale multiple que si on a une description hiérarchisée du domaine :

a/  Pour une intégrale double

Voir la figure 20, ci-dessous.

(x,y)eA@{ x€lab]
[u(x),v(x)]

ijxydxdy: b[ foydy]d

Figure 20 — Intégrale double

b/ Théoréme de Fubini: inversion des bornes

Voir la figure 21, page suivante.

On peut avoir les variables dans un autre ordre, l'important est que les bornes de chacune ne
soient définies qu’en fonction des précédentes.
C’est le théoréme de Fubini.

S
Théoreme: Siona parailleurs: (x,7)eA e { Y [ )] avecc<detVyelcd], a(vy)<p(v),
X e

alors :
=[] fpraray - Lb U<())f(y) dy] dx = f [Lf;)ﬂw) dx] dy

c/ Pour une intégrale triple

Voir la figure 22, page 59.
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Figure 21 — Théoréme de Fubini : inversion de 'ordre des intégrations

X € [a,b]
(x,v,z)EA e velu(x)v(x)]
z€a(x,p),p(x,v)]

[ s {0

On peut avoir les variables dans un autre ordre, I'important est que les bornes de chacune ne
soient définies qu’en fonction des précédentes.

24.2. Calcul d'Aires et de Volumes

On travaille ici dans un repére orthonormal.

* Dans le plan, l'aire géométrique du domaine Aest: & = Jj dxdy;
A

27
* Toujours dans le plan, l'aire délimitée par la courbe p = p(0), avec p>0,est: & = 5 0%(0)do;

* Dans l'espace, le volume géométrique du domaine Aest: 7 = JI( dxdydz.
A

24.3. Inclusion des domaines

Théoreme : Si f est continue et positive sur A, avec, de plus, D C A, alors

[] stemasar< [ smpavas

On a la méme chose pour une intégrale triple.

24.4. Changement de variables

a/ Intégrale double

x=x(u,v) .. .
bijective (ou presque...)
v=y(u,v)
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Bz, y)i,

Figure 22 — Intégrale triple

(v,v)eDe (u,v)eA et: f(xv)=g(u,v)

Hf x,v)dxdy = H (1, v)| 22

m dudv

On notera la valeur absolue du jacobien et la pseudo-simplification.

b/ Intégrale triple
x=x(u,v,w)
v =v(u,v,w) bijective (ou presque...)

z=z(u,v,w)
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(vvz)eDe(u,v,w)e et f(x,v,2)=gu,v,w)
Dvy,z)
f x,v,z)dxdydz = g(u,v,w 0 w) dudvdw

On notera la valeur absolue du jacobien et la pseudo-simplification.

c/ Intégrale double en Polaires
X =pcosO
v = psin©O

(v,v)eD e (p,0) €A, et:

f(x)

=g(p,0)

La figure 23, ci-dessous, indique le mode de calcul.

VA
) pd@
dr
\
\
\
0+do |
o) 0 Lp+dp x
P B
Figure 23 — J] f(x,v)dxdy = jf 2(p,0)pdpdO
D A

d/ Intégrale triple en Cylindriques

X =pcosO
v =psin0O
z=2

(v,v,2)eDe(p,0,2) €A, et: f(x,1,2)=g(p0,2)
La figure 24, page ci-contre, indique le mode de calcul.

e/ Intégrale triple en Sphériques

X =pcosOcos
y = psinOcos @
z=zsing

(v, v,2)eDe(p,0,p) e et: f(x,v,2)=g(p0,9)
La figure 25, page 62, indique le mode de calcul.
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dV =dxdydz = pdpdfd=z

z+dz|

Figure 24 - jjj f(x,v,z)dxdydz = .[fj g(p,6,z)pdpdOdz
D A

I1 s’agit de la convention des mathématiciens : les physiciens utilisent un autre angle.
P , T T
En mathématiques, en général, ¢ € [—3, E]
Les physiciens utilisent I’angle entre Oz et OM qui appartient donc a [0, t]. Dans la formule,
au niveau de la valeur absolue du jacobien, ils échangent ainsi sin ¢ et cos ¢.

En plus, parfois, ils changent le nom des angles...

On fait un changement de variable
* pour simplifier le domaine, ce qui est nouveau,
* ou pour simplifier le calcul des primitives emboitées.

25. Séries numériques (réelles ou complexes)

25.1. Convergence

n
Définition : )} u, converge < la suite des sommes partielles (s,) avecs, = ) u; converge.

Théoreme : (Condition nécessaire élémentaire de convergence)
) u, converge = lim u, =0
n—+oo
Cette propriété est surtout utilisée pour montrer qu’une série diverge en montrant que le terme
général ne tend pas vers 0.
On parle alors de divergence grossieére.
Par ailleurs, ceci n’est pas une équivalence...
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p+dp dV =dzdydz = p?cos(¢) dpdfdep

Figure 25 — jjj f(x,v,z)dxdydz = jjj 2(p,0,¢)p*cosp dpdOde
D A

25.2. Convergence Absolue

Théoreme: ) |u,| converge = ) u, converge.

(regle n®u,)

. . 1
Sionaa>1tel que lim n%u, =0, alors |u,| = 0(—0) et donc ) u, converge absolument et donc
n—o00 n
converge.
Ceci n’est pas un théoréeme et est donc a réargumenter a chaque fois...

25.3. Séries géométriques

<1.

Théoreme : La série de terme général x" converge < |x

De plus, la sommeest: } x"=
n=0 l-x

Définition : Une suite géométrique est une suite vérifiant: VnelN, wu,, 1 =au,.
a est la raison de la suite.
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La somme d’une série géométrique convergente est donc :

«le premier terme »

«le premier terme » — « le premier terme manquant »

1 —«la raison »

25.4. Séries positives

Théoréme : (Riemann)

1
u, ~ — = ()} u, converge & o> 1)
+00 no‘

Théoreme : (Comparaison)
0<u,<v,

= ) u, converge.
Y v, converge

0<u, <y,

Corollaire : =) v, diverge.

Y u, diverge

Théoréme : (Equivalence)

=) u,et) v, sont de méme nature.

Théoreme : (d’Alembert)

N . s . u
Y u, a terme strictement positifs, telle que lim —*L
n—-oo L[n

de Riemann fournissent toujours le cas douteux!...

nentielles.

25.5. Critére spécial des séries alternées

Définition : ) u, est une série alternée < (-1)" u,, est de signe constant.

Théoreme: ) u, une série alternée

(lunl) N\
. =) u, converge.
lim u, =0
n—-oo

+00
De plus, [Ry|<[upyl, ou Ry= 3 uy,
k=n+1

Quand la série converge, il n’y pas de termes manquants...

I<1,
) I>1,

I=1,

+00
enfin, ) wu; estdusignedeuy R, estdusignede u,
k=0

Voir la figure 26, page suivante.

1 —«laraison »
Ceci prolonge et généralise la somme des termes d’une suite géométrique qui est :

) u, converge
) u, diverge grossierement

on ne sait rien

On tombe tres souvent sur le cas douteux ! Pour ne pas tomber sur le cas douteux, il est souvent
nécessaire d’avoir la présence d’une factorielle ou d’un exposant dépendant de n. Les fonctions

Ainsi on utilise le théoréeme de d’Alembert dans le cadre des séries entiéres, ou lorsqu’on a,
dans l'expression de u,, des factorielles, des termes de nature géométrique (a”) ou des expo-
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[t2p41]

|r2n|

Y

S2n+1 S S2n+2  S2n

Figure 26 — Convergence d’une série répondant au critére spécial

25.6. Comparaison d’une série et d'une intégrale

+00
Théoréeme : f une fonction positive et décroissante définie sur R, J f(t)dt et ) f(n) sont de
0

méme nature.

+o0 +00 +oo
Et si elles convergent : f f(yde< )} f(k)< f f(t)dt
n+1 n

k=n+1

La figure 27, ci-dessous, donne les inégalités de base !
Il ne faut pas hésiter a la refaire pour retrouver ces inégalités.

Vi

fn+1)[ "~ 7
f(n) f(n+1)

Y=

0 n—1 n n+1

Figure 27 — Comparaison série-intégrale

25.7. Suite et série des différences

Théoreme : La suite (u,) converge & La série ) (u,,; —u,) converge

Cela sert parfois a montrer la convergence de quelques...suites, en montrant la convergence
ou la convergence absolue de la série des différences.

25.8. Calcul exact de sommes de séries

On dispose principalement de trois techniques
« Utilisation de séries entieres par leur valeur en un point.
 Utilisation de séries de Fourier par leur valeur en un point ou la formule de Parseval.

64 Résumé de cours de Sup et Spé T.S.I. © Christophe Caignaert — Lycée Colbert 59200 Tourcoing — http://c.caignaert.free.fr



* Calcul effectif de la limite de la suite des sommes partielles ou les termes s’en vont en dominos.
n

Le cas le plus simple étant : ) (ugyq — ug) = tyyq — U
k=0

25.9. Calcul approché de sommes de séries

* Dans le cas d'une série alternée répondant au critére spécial, on applique ce critere.
e Dans les autres cas, on s’intéresse a la série des modules.
o Si elle converge par application du critere de d’Alembert, majorer le reste par une série géomé-
trique
o Sinon, majorer le reste en utilisant une intégrale ou. ..

26. Séries Entiéres

Définition : Une série entiére est une série de la forme ) a,z" ou ) a,x", selon que l'on tra-
vaille sur C ou sur R

26.1. Rayon de convergence

Pour rechercher le rayon de convergence R,

* Principe général :
o ¢ Y a,z"et) la,lz" ont le méme rayon de convergence;
o Sia, ~ by alors,) a,z"et} b,z" ontle méme rayon de convergence;
n—-+oo

o ¢ Sionaun zg tel que ) |a,||zo|" est le cas douteux de d’Alembert, alors R = |zq|;
& Si, pour tous les zg, }_a,z; converge, alors R = +o0;
¢ Sionaun z, tel que }_a,z; converge, absolument ou pas, alors R > |zg|;
¢ Sionaun z, tel que ) a,z; diverge, absolument ou pas, alors R < |zg];
o ¢ Siun nombre est plus grand que tous les nombres qui sont plus petit que r, strictement ou pas,

alors, il est plus grand que r;
¢ Siun nombre est plus petit que tous les nombres qui sont plus grand que r, strictement ou pas,
alors, il est plus petit que r.

* Dans le cas ou le principe général précédent ne fournit pas le résultat, on utilise 'une des propriétés
suivantes :
o R=sup{reR,, lasuite (a,r") est bornée}
o R=sup{re Ry, lasuite (a,r") tend vers 0}

Une inégalité relative au rayon de convergence est toujours large.

26.2. Convergence

|z] <R=) a,z" converge absolument
Théoreme: { |z|>R =Y a,z" diverge grossiérement
|z| =R on ne sait rien a priori sur la convergence

La figure 28, page suivante, illustre ce théoreme.

Théoreme : Quand la variable est réelle, la série entiere se dérive et s’intégre terme a terme sur |-R,R[
au moins.
Elle s’integre méme terme a terme au moins sur sur I’intervalle de convergence

Théoreme : La série entiére, sa série dérivée et ses séries primitives ont le méme rayon de convergence.
Théoréeme : La somme d’une série entiere est continue sur son ensemble de définition.

Théoréme : La somme d’une série entiere est de classe ' sur |-R, R].
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Divergence
(]

grossiere N
Inconnu a priori

Y=

0

Convergence R
Absolue

Figure 28 — Convergence d’une série entiére

26.3. Somme de deux séries entiéres

Y a,z" derayon Ry

inf(Ry,R Ry #R
Théoréme : — Y (a, + b,) 2" est de rayon inf(Ry,R;)  pour: Ry #R;

Y b,z" derayon R, R>R; pour:R; =R,

26.4. Développement d'une fonction en série entiére

Définition : Une fonction f est développable en série entiére en 0

+00
& il existe une série entiére et un intervalle I, contenant 0, tels que Vx eI, f(x)= ) a,x"
n=0

Théoréme :

£(0)

Si f est développable en série entiere en 0 alors la série entiere est la série de Tayloret:a, = '
n!

En général I est I'intersection de I'ensemble de définition de f et de I'ensemble de convergence

+00
de } a,x", mais cela n’est pas une obligation...
n=0

Pour développer une fonction en série entiére, on peut :
* utiliser les séries entieres usuelles.
Assez souvent, parfois en dérivant, on fait apparaitre une fraction rationnelle. On la décompose alors
en éléments simples sur C pour ensuite utiliser des séries géométriques. ..
* sur indication de I’énoncé, utiliser une équation différentielle.
* ou calculer la série de Taylor.
Dans tous les cas, il faudra avec soin justifier la convergence de la série entiére et son égalité avec la
fonction. Cela peut étre délicat dans le cas de la série de Taylor...qu’on n’utilisera donc qu’a la demande
de I’énoncé.

26.5. Séries entiéres usuelles

Voir le tableau 3, page suivante, des séries entieres usuelles.
La série géométrique et I'exponentielle sont aussi valables pour une variable complexe.
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Tableau 3 — D£vELOPPEMENTS USUELS EN SERIE ENTIERE
f Df DSE R I
(o) x”l
er R Yy — +00 R
n=0 n!
0 in
cos x R Y (-1)" +00 R
n=0 (2n)!
00 ; x2n+1
i R -1y — R
sinx ng()( ) an+ 1)l +00
o) XZn
chx R Y +00 R
n=0 (277)'
n oo x2n+1
R —_— R
shx n§0(27’1+1)' +00
1 (o)
R\ {-1 -1)"x" 1 -1,1
— | R\[-1) pENE L1
) x”
In(1+x) | ]-1,+00[ y (-1t 1 -1,1]
n=1 n
1 o]
R\ {1} Y X" 1 ]-1,1[
1-x n=0
(e Xﬂ
In(1-x) | ]-oo,1] -y — 1 [-1,1]
n=1 1
) ; x2n+1
tan: R 1) —— 1 -1,1
arctan x ngo( ) 2n+l) [ ]
o -1)...(a—- 1
(14x) | =L 4oof | 14 3 8= 1 f“ 1+ D) | 1 ou +oo (a€ N)
n=1 n

26.6. Série entiére solution d’'une équation différentielle

On considere au départ une série entiere de rayon de convergence R > 0,

o
solution de I’équation différentielle (E). On pose donc: p = +Z a,x".

n=0
Tout ce qu’on écrit est valable pour x € |-R, R[. Il faut dire qu’on se place sur |-R,R[...
On calcule p’ et au besoin p”, on reporte dans ’équation.
On éclate tout en sommes de séries entiéres.
On regroupe ce qui se regroupe naturellement, les termes en x”, ceux en x
Ensuite, on réindexe pour trouver une série entiere unique et nulle.
Alors, chaque coefficient est nul, par unicité du développement en série entiere quand il existe. On
a en général une relation de récurrence entre les coefficients. Cette relation permet normalement de
calculer les coefficients mais aussi assez souvent de trouver directement le rayon de convergence, ce
qui est indispensable.

n—1

27. Séries de Fourier

27.1. Série de Fourier et coefficients de Fourier de f

Définition: f:R — KK, T-périodique, continue par morceaux sur R, on appelle série de Fourier de f,
la série :
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+00 2
S(f)(t)=ag+ ) (ajcosnwt+b,sinnwt), avec: w= il

n=1 T
1 T/2
Onaag== f(t)dt
TJr
2 T/2 2 oa+T
=7 f(t)cosnwtdt = TJ f(t)cosnwtdt
et pour n>1, ~1/2 a
2 T/2 2 a+T
b,== f(t)sinnwtdt = —J f(t)sinnwtdt
T -T/2 T a

ag est la valeur moyenne de f.
Dans le cas ou f est paire ou impaire, on peut travailler sur une demi-période bien choisie.

C’est a dire que, le plus souvent, les intégrales sont calculées entre 0 et %
D’autre part, souvent, on ne dispose d’une formule explicite pour f(t) que sur un certain inter-
valle. On veillera avec soin a ne pas utiliser cette formule en dehors de cet intervalle !

Si cela est plus facile, on peut calculer :

1 a+T 1 a+T . a _Z‘b
CO:aOZTJ f(t)dt, C”:TI f(t)e_l”‘*”dt:% pour n € IN*
(04 a

Si la fonction est réelle, les a,, et b, sont réels et on les obtient par un seul calcul...

27.2. Casou f est 2m-périodique

+00

Dans le cas ou f est 2m-périodique, S(f)(t) =ag+ ). (a,cosnt+b,sinnt)
) . n=1
— t)dt,
= o

et pour n>1,

1 T 1 o+2T1C
:—J f(t)cosntdt j f(t)cosntdt
aa+2ﬂ
ff t)sinntdt 1j f(t)sinntdt
[0

* Si, de plus, f est paire : aO:— (t)dt,
P P 7J,

2 T
a, = Ejo f(t)cosntdt

bn=20

et pourn>1,

* ousi f estimpaire:

et pour n > f f t)sinntdt

Dans les séries de Fourier, assez souvent, on n’a de formule pour f que dans un certain intervalle, on
veillera donc, comme on I'a déja dit, a n’utiliser cette formule que sur cet intervalle...
Tout ceci est résumé dans le tableau 4 page ci-contre.

27.3. Convergence

Théoreme : (Dirichlet, cas général)
f de classe ¢! par morceaux sur R, T-périodique

f(t+0)+f(t-0)

= la série de Fourier de f converge en tous points, et sa somme est: S(f)(t) = 5

ou f(t+0)et f(t—0) sont les limites a droite et a gauche de f en .
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En tous points ou f est continue, on a donc bien:  S(f)(t) = f ().

Il n'y a qu’aux points ou f est discontinue qu’il risque d’y avoir un probléme. On fera donc un
graphe de la fonction sur un peu plus d’une période pour repérer les points de discontinuité
et vérifier le caractére ¢! par morceaux sur R.

Théoréme : (Dirichlet, cas continu)
f continue et de classe ¢! par morceaux sur R, T-périodique
= la série de Fourier de f converge en tous points, et:  S(f)(t) = f(t).

B
Théoreme : Sur un intervalle [a, f] ou f est continue, f(t)dt peut se calculer en intégrant terme
a
a terme la série de Fourier de f.
On ne confondra pas :
» de classe ¢! par morceaux sur R;

* avec continue, et de classe ¢! par morceaux sur RR.
La premiere est continue par morceaux sur [R, et donc pas nécessairement continue sur R...

27.4. Produit scalaire et formule de Parseval

Théoreme :
¢7(RR), 'ensemble des applications continues, T-périodiques, R — R est un espace vectoriel réel.
T/2
De plus (f,g)= T f(t)g(t)dt est un produit scalaire de €1 (IR).
-T/2

La famille {(cosnwt),cn, (sinnwt),on<}  est orthogonale pour ce produit scalaire.

1 T/2
Si les applications sont simplement continues par morceaux , (f,g) = T f(t)g(t)dt
T/2

est une forme bilinéaire symétrique positive.

Théoreme: (Formule de Parseval)
f R — K, T-périodique, continue par morceaux sur R, alors :

1 T/2 5 1 o+T 5 5 1 too 5 5
o ipPela= [ Irelde= sl 3 ) (1] [23)
=-T/2 a n=1

Si la fonction est réelle :

1 T/Z 1 a+T 1 +0o
TJ fz(t)dtzfj fz(t)dt:a§+§Z(ai+b,%)
- a n=1

T/2

Si, de plus, f est 2m-périodique :

1 TC ) 1 a+2TC 5 ) 1 too 5 5
EJ fAnde=— f (t)dt:aO+EZ(an+bn)
—TC [0 n=1

28. [y=X]..

b +00 +00 b
Probléeme : Il s’agit de montrer que : J ( Y fn(t))dt =3 (J f,,(t)dt).
a \n=0 n=0\Ja

C’est a dire que l'intégrale d’une série est la série des intégrales.

Le probleme n’est jamais évident. Il y a différentes solutions selon les intégrales. Toutes les justifications
doivent se faire avec soin.
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28.1. Série entiere

Pour une série entiére, on peut intégrer terme a terme sur tout intervalle inclus dans I'ouvert de conver-
gence.
I1 suffit donc de rappeler qu'on a une série entiere et que [a,b] C |-R,R[

28.2. Autres cas

Que l'intégrale soit une intégrale simple ou une intégrale généralisée le traitement sera le méme. L'idée
est de sortir la somme partielle de la série par linéarité, il reste ensuite a montrer que I'intégrale du
reste tend bien vers 0.

a/ Utilisation du critére spécial des séries alternées

+00
Siatfixé, ) f,(t) converge par application du critére spécial des séries alternées,
n=0

Y o)

k=n+1

<t (8]

b
Il suffit alors de montrer que |fui1(t)]dt > 0 quand #n— +c0
a

En effet, on écrit : jb(ifn(t))dt = i(jbfk(t)dt)+Jb i fre(t) [dt
a n= k=0 a a

k=n+1

on a alors :

somme partielle intégrale du reste
et on majore ce dernier terme en valeur absolue. Enfin, on passe a la limite sur le terme de droite...

b/ Série géométrique

+00
Siatfixé, la série est géométrique, Y fi(t) est aussi une série géométrique qui se calcule facilement.
k=n+1

b +00
On calcule alors, ou on majore : J ( Y fk(t))dt
a

k=n+1

c/ Autres cas

Dans les autres cas, I’énoncé doit vous guider.

Y Ao

k=n+1

b
Le principe général est de majorer < gu(t) avec J- gn(t)dt -0 quand n— +oo
a

et d’appliquer le principe précédent.
Souvent, on vient de faire une telle majoration dans les questions précédentes. ..

Sil'intégrale est une intégrale généralisée, il ne faut pas oublier de montrer la convergence de
toutes les intégrales utilisées.

29. Fonctions RF — R

29.1. Limite et continuité

e Les fonctions « composantes » comme, par exemple, (x, y,z) — 7y sont continues.

* Les sommes, produit par un scalaire, produit, quotient (en un point ou le dénominateur ne s’annule
pas) de fonctions continues sont continues.

* Les composées de fonctions continues sont continues.

Ceci permet de montrer la plupart des continuités usuelles.

Théoreme : Une fonction de plusieurs variables, a valeurs réelles, continue sur un fermé-borné est
bornée et atteint ses bornes.
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29.2. Classe ¢! et ¢?

Définition : f est de classe ¢! sur % un ouvert de R? & f admet p dérivées partielles continues sur
4

Quand ces dérivées partielles sont aussi de classe ¢!, on dit que f est de classe €% sur %

X d
Notation : La dérivée partielle de f par rapport a la j"' variable se note : D f ou 8_f
d K
Prise au point (vecteur) a, elle se note donc : D; f(a) ou a—f(a).
X

j

En dimension 2 ou 3, on remplace souvent xy,x,, X3 par x,7,z.

Définition : Quand f est de classe ¢! sur % un ouvert de R, la différentielle de f en (xg, vy, zg), est
l'application linéaire :

0 0 0
(dx, dy, dz) — a—i(xO,yo,Zo)dx + %(Xofyol zo)dy + 8—];(%'3)0»20) dz

On adapte au besoin cette définition en dimension p...

Théoréme : Si f est de classe ¢! sur % un ouvert de IR?, elle admet un développement limité & I'ordre
1 en tout point de %/ eton a:

d d d
F5,9,2) = s 3 20)+ (3= 50) 50, o, 0]+ (=0 35030 20)+ (2 =200 553, 20) ¢ D)

ou u=(x—-x0,7-v,2z—-2 et lim ¢&(u)=0.
(x=x0,¥ =20 0) i (u)

Théoréme : (Schwarz)
, 0°f I’ f
o2 _
f de classe €'“ sur % = vy " Fyon
Théoréeme : (Fonctions composées)
1,z2: R->R, ¢l surl
1 o1 Y 8][ / af / af Y
f: RP->R, Clsurx()xy(I)xz(l)  =F est €lsurlet: F(t)= 50X (t)+8_yy (t)+zz ()
E(t) = f(x(1), (1), z(1))

Si x,v,z dépendent de 2 ou 3...variables, on a le méme résultat en remplagant toutes les déri-
vées par des dérivées partielles.

29.3. Extremums d’une fonction R? —» R

(x,v) >z = f(x,v), une fonction de classe ¢ sur % un ouvert de R?.
Pour chercher ses extremums :

d

a—i(x,}’) =0
* On cherche les points critiques, c’est a dire les points qui vérifient :

of

=—(x,v)=0

99 (%, 9)

Les extrémums sont a chercher parmi ces points critiques.
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82

r= a—x];(xorlfo)
82f

§= %(XOJ’O)
82

t= 8—})];(«*01110)

* En chaque point critique (x(,v), on calcule :

o Sis?—rt<0 (xg,p)est un extremum (minimum pour r > 0, maximum pour r < 0)
o Sis?—rt>0 (xg,7p) est un col
o Sis>—rt=0 on ne peut pas conclure, il faut étudier « a la main » le signe de f(x,v) - f(xo, vo)

30. Fonctions (ou suites) a valeur dans R" ou C"

30.1. Limite et continuité

On peut toujours considérer que ce sont n fonctions (ou suites) « coordonnées » ou « composantes »
a valeur dans R ou C, ou méme dans le deuxiéme cas, 2n fonctions (ou suites) « coordonnées » ou
« composantes » a valeur dans R. Les notions de limite, de continuité, de dérivabilité (...) se ramenent
aux propriétés équivalentes sur chacune des composantes.

30.2. Fonction R" — R?, classe ¢!

oh A Ih
Définition : La matrice jacobienne de f est, avecicin=3etp=2: dx; dxy dxs | Jr
oh 9h 9h

axl 8X2 8X3

C’est la matrice dans la base canonique de la différentielle de f au point considéré.

f:R" — RP, de classe ¢!

¢:RP — R, de classe ! =gof declasse €let: Joor =JgxJs

Théoréme :
30.3. Fonction R" — R", classe ¢!

Définition : La matrice jacobienne de f en un point est alors carrée d’ordre n.
Le jacobien de f en ce point est le déterminant de la matrice jacobienne.

Théoréme : En un point ou le jacobien de f est non nul, f définit localement une bijection et le jaco-
bien de f~! est I'inverse du jacobien de f.

Les d ne se pseudo-simplifient pas!

. . Jdz Jy o 0z 1 , X
Ainsi = x == ne vaut pas en général - et £ n'est pas =

dy 9 d
y ox = y

31. Equations et systémes différentiels

Notons d’abord qu’on résout une équation ou un systéme différentiels sur un intervalle.

31.1. Généralités
a/ Recollement de solutions

Pour recoller en c les solutions sur deux intervalles, f sur |a,c[ et ¢ sur ¢, b[ il faut chercher a égaler :
¢ les limites (finies) de f et genc
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* les limites (finies) de f'et ¢’ enc
* et éventuellement les limites (finies) de f” et ¢’ en ¢ pour une équation différentielle du second
ordre.

b/ Equation différentielle linéaire

Une équation différentielle linéaire

* du premier ordre est de la forme : a(t)y"+b(t)y = g(t)

* du second ordre est de la forme : a(t)v” +b(t)v" +c(t)y = g(t)

g(t) est appelé le second membre.

Les équation homogénes associées sont respectivement :

« a(t)y +b(H)y=0

e a(t)y”"+b(t)y' +c(t)y=0

Pour une équation différentielle linéaire, la solution générale est toujours la somme de la solution gé-
nérale de I’équation sans second membre, appelée aussi équation homogene associée, et d’une solution
particuliere de I’équation avec second membre.

D’ou I'importance de connaitre une telle solution particuliere.

On ne tient compte des conditions initiales que lorsqu’on a obtenu la solution générale de
I’équation (ou du systeme) avec second membre.

Sur un intervalle convenable, la solution générale de I’équation sans second membre est un espace
vectoriel de dimension 1 pour une équation différentielle linéaire du premier ordre et 2 pour une
équation différentielle linéaire du second ordre.

c/ Courbe intégrale

Si y(x) est solution d’une certaine équation différentielle, la courbe y = y(x) est dite courbe intégrale
de cette équation différentielle.

31.2. Equation Différentielle Non Linéaire du premier ordre

On ne dispose d’aucun théoreme sur les équations différentielles non linéaires. ..

* En général, elle est a variables séparables, f(t)dt=g(y)dy = Jf(t)dt = fg(y)dy +K

C’est le seul cas que l'on doit savoir traiter.
* Sinon, il faut se laisser guider par I’énoncé!

31.3. Equation Différentielle Linéaire du premier ordre

- b(t) dr
 Sans second membre a(t)y’ + b(t)y = 0 = p(t) = Ke Ja(t) sur un intervalle I ou a et b sont
continues et ou a ne s’annule pas. K étant un réel arbitraire.
» Avec second membre a(t)y’+ b(t)y = c(t) sur un intervalle I ol 4, b et ¢ sont continues et ou a ne
s’annule pas.
Il ne nous manque qu’une solution particuliére : toute solution particuliére est bonne a prendre!
o Sil’équation différentielle est & coefficients constants et si le second membre est en P(t)eX!, on peut
appliquer la méthode décrite dans le paragraphe 31.4..
o On peut, faute de mieux, chercher une solution particuliére par la variation de la constante :

_jM dr

2 =K(Bu() o p(n=e I

On reste en calcul formel le plus longtemps possible : les termes en K(t) disparaissent, cela revient
alors au calcul d’une primitive de K'(t).
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La variation de la constante n’est pas un procédé miraculeux! Elle peut donner des calculs
longs et difficiles. On la réserve donc au cas ou on n’a pas d’autre procédé pour obtenir une
telle solution particuliere.

31.4. Equation Différentielle Linéaire du second ordre a coefficients constants

* Sans second membre ay”+by’+cy =0 onrésout’équation caractéristique ar’+br+c=0
Siona:
o Deux racines distinctes, la solution est :  p(t) = Ae"! + pe’
o Une racine double: y(t) = (At +p)e"
o Deux racines complexes: r=a+if etdanslecasou on cherche les solutions sur R:
v(t) = (Acos Pt + psinft)e®’ = (kcosB(t — tg))e™
* Avec second membre ayp” + by’ +cy = P(t)e!, ol P est un polynome.
On cherche une solution particuliere de la forme :
o Q(t)ekt si k n’est pas racine de I’équation caractéristique;
o tQ(t)ek! ik est racine simple de I’équation caractéristique ;
o t2Q(t)ek! ik est racine double de I’équation caractéristique,
avec Q(t) un polyndme arbitraire de méme degré que P.
Un second membre en P(t)e® cospt se traite comme la partie réelle de : P(t)ela+iP)t,

31.5. Equation Différentielle Linéaire du second ordre

 Sans second membre a(t)y” +0b(t)y"+c(t)y =0 sur un intervalle I ot a,b et ¢ sont continues et ol a
ne s’annule pas, il faut se laisser guider par I’énoncé pour trouver une premiere solution.

Si a,b,c sont des polyndmes, on peut chercher une solution polynomiale en cherchant d’abord une
condition nécessaire sur le degré.

* Avec ou sans second membre, en ayant une solution y(t) de I’équation sans second membre, on peut
chercher les solutions de la forme z(t) = K(¢)y(t) (Variation de la constante, a réserver au cas ou
on n’a pas d’autre procédé).
On obtient une équation différentielle linéaire du premier ordre en K’(¢) avec ou sans second membre
selon les cas.
En pratique, on meéne le calcul de fagon théorique le plus longtemps possible.

¢ On ne cherche une solution sous forme de série entiere qu’a la demande de I’énoncé.

31.6. Equation aux dérivées partielles

Ce sont des équations différentielles qui concernent des fonctions de plusieurs variables. On écrit ici
les théorémes avec simplement trois variables notées u, v et w. On note toujours ici % un ouvert de IR,
et on cherche une fonction f, respectivement de classe ¢! ou €2 sur %.

Quand une dérivée partielle, par exemple par rapport a u, est nulle, en intégrant, il apparait
naturellement une constante d’intégration.

Mais, ici, cette constante est constante quand les autres variables, v et w, sont constantes. ..
Cette constante est donc alors une fonction arbitraire de ces autres variables !

a/ Une dérivée partielle premiére nulle

Les solutions de : 8_f = sont: f(u,v,w)=F(v,w)

ou

avec F une fonction quelconque de classe ¢! sur % — elle est alors considérée comme de 3 variables.

b/ Une dérivée partielle seconde nulle

Les solutions de :
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2
oafzo

sont: f(u,v,w)=uF(v,w)+G(v,w)

ou?
avec F et G deux fonctions quelconques de classe €2 ;
I’ f
= . y U, =F » ’
EPER 0 sont: f(u,v,w)=Fww)+Guw)

avec F et G deux fonctions quelconques de classe €.

c/ Autres cas

Dans les autres cas, I’énoncé doit vous donner :

* un changement de variables;

* un changement de fonction inconnue

qui permet de se ramener a un des cas précédents!

31.7. Systéme Différentiel Linéaire du premier ordre

On ne traite que les systéemes a coefficients constants X’(t) = AX(f) ou A est une matrice carrée
x1 (1)

x(1)
d’ordre n et X(t) = . ou X’(t)=AX(t)+B(t), ou B(t) est un vecteur second membre.

Xn(t)
a/ Cas sans second membre

* Dans le cas ou A est diagonalisable, on note (A, A,,...,A,) les valeurs propres et (Uy, Uy,...,U,) une
base de vecteurs propres associés. Alors

X(t)=a; MU + 0™ Uy -+, eM U,

* Dans le cas ou A est diagonalisable sur C mais pas sur R sur lequel on cherche les solutions, pour
chaque couple de valeurs proprs non réelles, on peut directement remplacer
o aeMU+aeMU par
o Re(e)‘t U) +y Im(e“U) avec p et y réels
* Dans le cas ou A est triangularisable, non diagonalisable,
on considére P de passage telle que T = P"' AP avec T triangulaire supérieure.
On pose X(t)=PY(t) onobtient X’(t)=PY’(t) car P estconstant.
On reporte dans le systéme différentiel et on obtient Y’(t) = TY(¢).
On résout ce systéme en résolvant la derniere équation et en remontant équation par équation.
Enfin, X(t)=PY(t) fournit le résultat.

o

O O O

b/ Cas avec second membre

Dans tous les cas, il faut considérer une matrice de passage P avec D = P'AP ou T = P71 AP selon la
diagonalisibilité ou pas. On obtient

* Y'(t)=DY(t)+P7'B(t) ou

« Y'(t)=TY(t)+P!B(t) selon les cas.

* On résout équation par équation le systeme obtenu.

31.8. Systeme autonome de 2 équations différentielles

dx

3 =Py

avec ¢ et  continues sur % un ouvert de R?,
Yy
dt - LP 'Y

est un systéme autonome de deux équations différentielles.
On l'appelle systéme autonome parce que la variable t n’intervient pas, en dehors des dérivées, bien
sar.
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* On peut essayer de l'intégrer en passant en complexes, z = x + iy, en polaires ou en suivant les indi-
cations de I’énoncé.

. ) e : d X,
* On peut aussi le transformer en équation différentielle plus classique d—y = —q)E });
X @xy
e Réci s . crrs . dy _ LP(X,})) .
éciproquement, une équation différentielle — = ——— peut se transformer en systeme autonome

dx  ¢(x,p)

en « ajoutant » du temps « t »...a condition, bien stir, que ce systéme autonome soit facile a intégrer !
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Troisiéme partie

Géométrie

32. Systémes de coordonnées

Nous n’allons bien entendu pas décrire les coordonnées cartésiennes. ..

32.1. Coordonnées polaires

Elles sont décrites par les formules :

X = 0
YT 0Cos ,avec p > 0 et O décrivant un intervalle de longueur 2T.
v =psin0O

p =V +y?

0= arctam2 + kT

X

Les formules réciproques sont : { ,aveck=0six>0etk=1six<0.

Ceci est illustré sur la figure 29, ci-dessous.

VA
i ‘M
|
P |
|
|
|
0 0 l X
x -
Figure 29 — Coordonnées Polaires

32.2. Coordonnées cylindriques

Elles sont décrites par les formules :
X =pcosO

y=psin® ,avec p> 0 et O décrivant un intervalle de longueur 2.

z=z
— 212
p=Vx+y

Les formules réciproques sont : { 0 = arctan® + km ,aveck=0six>0etk=1six<0.
x

z=2z
En fait, on utilise les polaires dans le plan xOy, z étant inchangé.
Ceci est illustré sur la figure 30, page ci-contre.
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Figure 30 — Coordonnées Cylindriques

32.3. Coordonnées sphériques

Elles sont décrites par les formules :

X = pcos@cosO

v =pcos@sin® ,avec p >0, O décrivant un intervalle de longueur 27 et ¢ € [-71/2,1¢/2].

z=psing

p=+/x?>+v2+2?
_ y
Les formules réciproques sont : { 0= arctan-+ kT aveck=0six>0etk=1six<0.

(p = arctan
x?+p?
Ceci est illustré sur la figure 31, page suivante.

32.4. Coordonnées sphériques des physiciens

Elles sont décrites par les formules :
x = psinOcos ¢

v =psinBOsing ,avec p >0, O décrivant un intervalle de longueur 27 et O € [0, 1t].

z=pcosO
p=/x2+v2+2?
Les formules réciproques sont: { ¢ = arctan; +kT ,aveck=0six>0etk=1six<0.

z T
0 = arctan———+ —
/2 +72 2

Ceci est illustré sur la figure 32, page 81.
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Figure 31 — Coordonnées Sphériques

33. Vecteurs du plan et de 'espace

33.1. Produit scalaire

P . . - - - = =~ R —
Définition : Le produit scalaire des vecteurs u et vV est: .7 = || u || || v ||cos( , VU )

L’étude générale de la notion de produit scalaire est page 24.

Dans un repere orthonormal :

xl

* le produit scalaire dans le plan est défini par : * A=+ vy
y

x| (x

* le produit scalaire dans 'espace de |y [.| v/ |=xx"+ vV + 22",

z) \Z

33.2. Produit vectoriel

Définition : Le produit vectoriel des vecteurs de l'espace W et Vest: WAV =w.

— Si= (= =
Ona: ||w||:||u||||v||sm(u,v)
- = —
u

et : le vecteur W est orthogonal a W eta 7, de facon que le triedre ( LV, W ) soit direct.

)

Dans un repere orthonormal direct :
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Figure 32 — Coordonnées Sphériques des physiciens

x| (x vz —zy’
le produit vectoriel est défini par: [y |A|y'[=|zx"—xz2"|.
z) 2 xy' —px’

Le produit vectoriel n’est défini qu’en dimension 3.

33.3. Déterminants

S pe ees , . - - - - SH=l e (> =
Définition : Le déterminant des vecteurs u et v est: det( u,v ) = || U || || v ||sm( u,v )

Définition : Le déterminant des vecteurs 0, 7 et W est: det (7,7, 7) = (7 A 7)7 =7, (7 A ﬁ))

L’étude générale des déterminants est page 22.

34. Droites et Plans affines

On travaille toujours ici dans un repére fixé, méme si on ne le précise pas...
De plus, des qu’il est question d’orthogonalité, de distance ou d’angle, ce repére est supposé orthonor-
mal, sans, encore une fois, que cela soit précisé. ..

34.1. Droites du plan
a/ En coordonnées cartésiennes

La droite d’équation: ax+by+c=0, (a,b)=(0,0),
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est de vecteur directeur : et de vecteur normal :

a
. X0 . o
La droite passant par: Mj: et de vecteur directeur (o, B) = (0,0),
Yo
X—Xg «
est d’équation : 0 =0
v-v0 P

b/ En représentation paramétrique

X0 . (04
et de vecteur directeur
Yo p

X =Xp+ Ao

V=V0+AB

La droite passant par Mj:

est de représentation paramétrique :

c/ Pour passer d'une représentation a une autre

* De paramétriques en cartésiennes : éliminer A entre les deux équations.

x=A
* De cartésiennes en paramétriques : c a par exemple pour b # 0.
y=—7-7A
b b
34.2. Plans de l'espace affine
a/ En coordonnées cartésiennes
a
Le plan d’équation: ax+by+cz+d =0, estde vecteur normal: b
c
Xo a
Le plan passant par My :| y, |et de vecteur normal | b
20 c
X=X a
est d’équation: | y—yy |.| b [=0.
z—2zg c
b/ En représentation paramétrique
X ol o’

Le plan passant par M :| y, |et de plan directeur engendré par| g |et| p’
20 Y Y

X =Xo+ Ao+ pa

est de représentation paramétrique : V=70 +AB+up’

z=zg+ Ay +ny’

c/ Pour passer d'une représentation a une autre

* De paramétriques en cartésiennes :
o ¢liminer A et p entre les trois équations
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X—x9 o o
o ou bien directement I’équationest: | y-y, B p’ |=0
z-zg v Y
* De cartésiennes en paramétriques :
X0
o chercher un point My :| y, |du plan,
20
ol a -b

o et chercher un vecteur | g [nonnul, normala| b |parexemple| a |si(a,b)=(0,0)

2% c 0
a/
Le produit vectoriel de ces deux vecteurs fournit un second vecteur : p’ qui convient.
y/
34.3. Droites de l'espace affine
. . b . ax + by + cz +d =0
 Par intersection de 2 plans d’équations :
ax +by+cz+d =0
a a’
Un vecteur directeur de la droite intersection de ces 2 plans est : b |IA| VY
c ¢
Xo (04
¢ En paramétriques, la droite passant par My : | y, |et de vecteur directeur | B (o, B,y) = (0,0,0)
20 Y
X=Xp+ Ao
est de représentation paramétrique : { v =y + AP
z=zg+ Ay
34.4. Angles
On travaille toujours dans un repere orthonormal direct.
- =
) : L U :
* l'angle de 2 vecteurs ou de 2 droites ou de 2 plans vérifie: cosO = ”7” ”7 I, applicable avec les

vecteurs directeurs des droites ou les vecteurs normaux des plans selon les cas.

* pour l'angle entre une droite et un plan, il faut appliquer la formule précédente avec un vecteur

directeur de la droite et un vecteur normal au plan.

. , TC . ,
Eventuellement le résultat est 5" O selon la question exacte posée.

34.5. Aires et Volumes élémentaires

On travaille dans un repere orthonormal.

&

1
* Dans le plan, 'aire géométrique du triangle A,B,Cest: & = > det(AB, AC

C’est bien la valeur absolue du déterminant ... .
— —
* Dans l'espace, 'aire géométrique du triangle A,B,Cest: & = > ||AB N AC H
* Dans l'espace, le volume géométrique du parallélépipéde construit sur (AB, AC, AD) est :
—_— — ——
7 = det(AB, AC,AD )‘
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L'aire algébrique dépend a chaque fois de 'orientation choisie.

34.6. Distances

On travaille toujours dans un repére orthonormal.

) X0 . o . |axo+byo+c|
* Ladistance de My : a la droite d’équation ax+by+c=0, est: ————
Yo Vaz + b2
X0

) ) ) |ax0+by0+czo+d|
¢ Ladistancede My:| au plan d’équation ax+0by+cz+d =0, est:
Va2 +b? +¢?

20
D, :(A,ﬂ)) det(A_B),ﬂ),T))
* La distance de 2 droites non paralleles de l'espace : N est: e
Dz:(B,v ||u/\v||
|2 A
e La distance d’un point M a une droite D : (A,ﬂ)) est donnée par : ”_)”
u

35. Projecteurs et Symétries

Dans cette partie, on utilise la notion de sous-espaces vectoriels supplémentaires qui se trouve pages
15et17.

35.1. Projecteur

Définition : Un projecteur p d’un espace vectoriel E est un endomorphisme de E vérifiant: pop=p.
Théoreme : Soit p un projecteur de E, alors: E=kerp®Imp.

Réciproquement, si F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, alors, si x = xp + xg,

avec xg € F et xg € G, on peut définir p par:  p(x) = xg.
p est alors un projecteur de E. C’est le projecteur sur F parallelement a G.

Définition : Une projection p d’un espace affine & est une application affine de & vérifiant: pop =p.

L'endomorphisme associé a une projection affine est un projecteur vectoriel.

35.2. Symétrie

Définition : Une symétrie s d'un espace vectoriel E est un endomorphisme de E vérifiant: sos=1Idg.

Théoreme : Soit s une symétrie de E, alors p défini par: 2p =s+Idg est une symétrie. C'est la symétrie
par rapport a E;, I'ensemble des vecteurs invariants, parallelement a E_;, le sous-espace propre associé
a la valeur propre —1.

Réciproquement, si F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, alors, si x = xg + x¢,
avec xg € F et xg € G, on peut définir s par:  s(x) = xp — xg.

s est alors une symétrie de E. C’est la symétrie par rapport a F parallelement a G.

Définition : Une symétrie s d’'un espace affine & est une application affine de & vérifiant: sos=Idg.

L'endomorphisme associé a une symétrie affine est une symétrie vectorielle.
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36. Isométries

36.1. Isométries vectorielles et isométries affines

Définition : Une isométrie vectorielle ¢ de E est une application qui conserve la norme, c’est a dire :
viter, |o(@)|=]7]-

Définition : Une isométrie affine f de & est une application qui conserve les distances, c’est a dire :
_— —
VABEE, “f(A)f(B) ” - HAB H

Théoréme : Un endomorphisme est une isométrie vectorielle si et seulement si sa matrice dans une
base orthonormale est orthogonale.

Les matrices orthogonales sont page 29.

Théoréme : Une application affine est une isométrie affine si et seulement si 'application linéaire
associée est une isométrie vectorielle.

36.2. Symétries orthogonales

Théoréeme : Une isométrie vectorielle est une symétrie orthogonale
& Sa matrice dans une base orthonormale est symétrique.

La transformation est alors la symétrie orthogonale par rapport a l’ensemble des vecteurs invariants.
On retrouve ces cas dans les paragraphes suivants.

Théoreme : Une isométrie affine est une symétrie orthogonale
& l'isométrie vectorielle associée est une isométrie vectorielle et il y a des points fixes.

La transformation est alors la symétrie orthogonale par rapport a I’ensemble des points fixes.

Dans le cas d’une symétrie orthogonale dans le plan ou l'espace affine, la matrice de I'isométrie
vectorielle associée est encore orthogonale, mais on observera que ¢a n’est plus une condition
suffisante. Il est nécessaire d’avoir des points fixes pour avoir une symétrie affine.

36.3. Recherche d'une symétrie orthogonale d’éléments géométriques donnés
a/ Isométrie vectorielle

On cherche les expressions de la symétrie orthogonale par rapport a une droite vectorielle A ou a un
plan vectoriel TT.
On écrit que
v+’
J — e Aoull, et,

W’ - appartient a 'orthogonal de A ou I1.

b/ Isométrie affine

On cherche les expressions de la symétrie orthogonale par rapport a la droite D ou au plan P.
On écrit que
* le milieu du segment MM’ appartienta D ou a P, et,

% . N . .
* MM’ appartient a l'orthogonal de la direction de D ou P.
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36.4. Identification des Isométries Vectorielles
a/ symétries orthogonales

Si la matrice d’une isométrie vectorielle dans une base orthonormale est symétrique, I'isométrie vecto-
rielle est une symétrie orthogonale.
C’est la symétrie orthogonale par rapport a I'ensemble des vecteurs invariants.

b/ Isométries vectorielles du plan

Dans une base orthonormale, la matrice est orthogonale.
* Isométrie directe : le déterminant vaut 1.

, . , . cosO -sinH
C’est une rotation d’angle 0. La matrice est :

sin® cosO
Si 0 =0, c’est 'identité, et si 6 = 7, c’est « moins I'identité », la symétrie centrale.
e Isométrie indirecte : le déterminant vaut -1.

Lo . : , 0 .
C’est une symétrie orthogonale par rapport a la droite Do tournée de 5 par rapport a I'axe Ox.
2

. cosO sin©
La matrice est :

sin® —cosHO

c/ Isométries vectorielles de l'espace

Dans une base orthonormale, la matrice est orthogonale.

* Isométrie directe : le déterminant vaut 1, le troisiéme vecteur est le produit vectoriel des 2 premiers.
C’est I'identité ou une rotation d’axe dirigé par un vecteur propre associé a4 1: ¢, et d’angle 0.
On trouve 0,

o en cherchant cosO par la trace qui vaut 1+ 2cos0
o en cherchant le signe de sin® qui est celuide det ( 2 7,f(7)),

avec 7, un vecteur quelconque, non colinéaire a a).
Si 0 =0, c’est I'identité, et si O = 7, c’est la symétrie orthogonale par rapport a I'axe. Cette isométrie
a, en principe, déja été identifiée comme symétrie orthogonale.
* Isométrie indirecte : le déterminant vaut -1, le troisieme vecteur est l'opposé du produit vectoriel des
2 premiers.
On cherche la trace :
o Latrace vaut 1, ce qui revient a ce que 1 soit valeur propre.
C’est une symétrie orthogonale par rapport au plan propre pour la valeur propre 1.
o Latrace ne vaut pas 1, 1 n’est pas valeur propre, elle vaut -1+ 2cos0.
C’est la composée
¢ d’une rotation d’angle O et d’axe dirigé par un vecteur propre associé a la valeur propre -1 et
o d’une symétrie par rapport au plan orthogonal a I’axe de la rotation.
Le signe de sin O se trouve comme dans le cas d’une isométrie directe.

36.5. Identification des Isométries Affines

L'isométrie vectorielle associée s’obtient en « éliminant » les constantes. On regarde si cette isométrie
vectorielle n’est pas une symétrie orthogonale.
On cherche ensuite les points fixes de I'isométrie affine.

a/ Isométries affines planes

* Il y a un ou plusieurs point fixes.
L'isométrie a la méme « description géométrique » que I'isométrie vectorielle associée, « recentrée »
en un point fixe.

* Il n’y a pas de points fixes.
L'isométrie vectorielle associée est une symétrie orthogonale par rapport a une droite vectorielle A.
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L'isométrie affine est la composée d’une symétrie orthogonale par rapport a une droite D de direction
A et d’une translation de vecteur .
On trouve D et le vecteur de la translation en cherchant les points M tels que MM’ € A.

—_—
Onaalors: o = MM’

b/ Isométries affines de l'espace

* Il y a un ou plusieurs point fixes.
L'isométrie a la méme « description géométrique » que l'isométrie vectorielle associée, « recentrée »
en un point fixe.
* Il n’y a pas de points fixes.
o Isométrie directe : 'isométrie vectorielle associée est une rotation vectorielle.
L'isométrie affine est un vissage. L'axe et le vecteur de translation sont donnés en cherchant les

points M tels que MM appartient a I’axe de la rotation vectorielle associée.

o Isométrie indirecte :
L'isométrie vectorielle associée est une symétrie orthogonale par rapport a un plan vectoriel I'1
L'isométrie affine est la composée d'une symétrie orthogonale par rapport a un plan P de direction
IT et d’une translation de vecteur 7. N
On trouve P et le vecteur de la translation en cherchant les points M tels que MM’ e I1

—
Onaalors: o= MM’

37. Similitudes directes

37.1. Similitude directe

Définition : Une similitude directe est une transformation du plan affine qui, en complexes, se met
sous la forme :
z>az+b.

On peut aussi se reporter page 13.

37.2. ldentification

On cherche d’abord si il y a un point fixe en résolvant : z = az + b.

* Si tous les points sont fixes, c’est I’identité.

* Siil n’y a pas de point fixe, alors, c’est que a =1 et b # 0, c’est la translation de vecteur d’affixe b.

e Siil y a un unique point fixe (), d’affixe la solution de : z = az + b, dans le repére centré sur (, la
transformation s’écrit : Z +— aZ.
o Silal =1, alors a = e'®, c’est la rotation de centre Q) et d’angle 0.
o Sinon, a = |ale’®, c’est la composée de la rotation de centre () et d’angle O et de I'’homothétie de

centre () et de rapport |a|.

38. Courbes Planes

38.1. Etude et Tracé de Courbes d'équation v = f(x)
a/ Ensemble d’étude

On recherche I'ensemble de définition, les éventuelles parité ou imparité, la périodicité, pour aboutir a
I'ensemble d’étude. On indiquera alors les transformations a appliquer a I'arc de courbe pour reconsti-
tuer la courbe entiere.

b/ Etude des variations

L’étude des variations se fait le plus souvent en étudiant le signe de la dérivée, obtenu en utilisant au
besoin une fonction auxiliaire.
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Pour le choix d'une fonction auxiliaire, il faut dans celle ci «isoler » les éventuels
* logarithmes,

* et arctangentes

qui se transforment en fraction rationnelle quand on dérive.

c/ Limites aux bornes

On cherche les limites a toutes les bornes de ’ensemble d’étude, avec au besoin,
e l’é¢tude du prolongement par continuité en cas de limite finie,
et I’étude locale de la dérivabilité en ces points, pour placer la tangente.

d/ Points d’inflexions

L’étude des inflexions se fait au moyen de la dérivée seconde: f”(xy) =0 caractérisent les points ou
il peut y avoir une inflexion géométrique.

Cette étude n’est faite qu’a la demande de I’énoncé.

Géométriquement, un point d’inflexion se caractérise par le fait que la courbe traverse sa tangente.

e/ Branches infinies

On a une branche infinie quand : f(x) > +c0 ou x — oo

e lim f(x) =+co, ona une asymptote verticale d’équation: x = x.
X—Xg

 lim f(x)=0b, onauneasymptote horizontale d’équation: p =>0.
X—k00

° 1 () = +
M f(x) = oo

. . X

Il faut continuer la recherche par: lim )

X—to0 X
o sia=+o0, on aune branche parabolique de direction Oy.

o sia=0, onaunebranche parabolique de direction Ox.
o sia est fini non nul, il faut continuer la recherche par: lim (f(x)—ax)=1b

X—>*00

=a

¢ sibest fini, on a une asymptote: y=ax+b
¢ si b est infini, on a une branche parabolique de direction p =ax
¢ si bn’a pas de limite, on a une branche infinie de direction asymptotique p = ax

f/ Centre de symétrie

* Quand f est impaire, 'origine est centre de symétrie de la courbe représentative de f.
* Le point de coordonnées (a,b) est centre de symétrie de la courbe si et seulement si f(x)+ f(2a —x)
est constant, il vaut alors 2b.

g/ Convexité

Une fonction 2 fois dérivable est convexe si et seulement si la dérivée seconde est positive.
Géométriquement, une courbe est convexe si et seulement si elle est au dessus de chacune de ses tan-
gentes.

Une fonction convexe a sa concavité (« l'intérieur ») tournée vers le haut et une fonction concave a sa
concavité tournée vers le bas.

La figure 33, page suivante, illustre la convexité.

38.2. Courbes planes en paramétriques

x = f(t)
v = g(t)

Il
=
—
~
~

Ona:

[l
2
—_

~
~
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AV

Y=

Figure 33 — Une fonction convexe est au dessus de ses tangentes

a/ Interprétation cinématique

Si on considere que t est le « temps », on peut considérer qu'on étudie le déplacement d’un « mobile »
dans le plan (ou l'espace).

On utilise alors le vocabulaire suivant :

* la courbe est la trajectoire du mobile :

’
Ve . e x . . .
e le vecteur dérivé o est le vecteur vitesse du mobile, sa norme est sa vitesse.
Vot

77
. x"(t) o . s
e Je vecteur dérivé seconde , est le vecteur accélération du mobile, sa norme est son accélération.

v”(1)

b/ Ensemble d’étude

On recherche les ensembles de définition, les éventuelles parité ou imparité, les périodicités, pour
aboutir a I'ensemble d’étude. On indiquera alors les transformations a appliquer a I’arc de courbe pour
reconstituer la courbe entiere.

c/ Variations

On étudie les variations de f et g.
v'(t)
xX'(t)

I1 faut construire le tableau de variation, qui contient les lignes x’(t), x(t), v(t), v’(t) et qui repré-

sente la pente de la tangente.
v'(t)
X'(t)

qui représente encore la pente de la tangente.

Remarquons que si est une forme indéterminée en un point, on peut la remplacer par sa limite

d/ Points stationnaires

Les points stationnaires vérifient :

On appelle alors :
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xP)(¢
e p,avecp>1, le premier rangou ( Y(p E ) J est non nul, ce vecteur est alors tangent a la courbe.
vt
. [ Dt [ APA()
* g,avecq>p, lepremier rang ol @ est non colinéaire a )
v(to) vP(to)

_—
La courbe est toujours tangente a EP)(ty),

la parité de p donne le signe de la coordonnée lorsque t < t,
la parité de g donne dans ce cas le signe de la deuxiéme coordonnée.

Dans les figures suivantes, le repére tracé est : (MO, FP) (1), E@ (1) )

On peut voir sur la figure 34, ci-dessous, I'ensemble des cas.

—
Fa) (1)
—
M FP) (1)
p impair et g impair : point d’inflexion p impair et g pair : point ordinaire

p pair et g impair : point de rebroussement p pair et g pair : point de rebroussement de
de 17¢ espeéce 2¢M¢ espece

Figure 34 — Etude locale d’une courbe paramétrée

Remarquons que si la tangente est verticale ou horizontale, le calcul de g est inutile, les variations
permettent alors de déterminer directement la nature du point.

e/ Points d’inflexion

x/ x//

yl yll

Il
e

Les points d’inflexion géométrique vérifient nécessairement :

On ne fait cette étude qu’a la demande de 1’énoncé.

f/ Branches infinies

L’étude des branches infinies ne pose de probléeme qu’au cas ou f et g tendent vers 'infini.
* Siy(t) = +o0, et x(t) = [, quand t — ty : on a une asymptote verticale d’équation x = /.
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* Six(t) > +oo0, et v(t) = I, quand t — ty : on a une asymptote horizontale d’équation y = I.

(1)

* Six(t) et y(t) = +oo, quand t — t(, on calcule thr? m appelée a:
—ty )

siil n’y a pas de limite, on ne dit rien de plus,

sia=+oco0, onaunebranche parabolique de direction Oy,
sia=0, onaune branche parabolique de direction Ox,
dans les autres cas, on calcule }Lrg v(t) —ax(t) appelée b :

O O O O

¢ siil n’y a pas de limite, on a une branche infinie de direction asymptotique v = ax
¢ sib=z+co, onaunebranche parabolique de direction y = ax
¢ dans les autres cas, on a une asymptote y =ax+b

38.3. Courbes planes en polaires

Il s’agit d’étudier les courbes définies en coordonnées polaires par: p= f(0) = p(0)

a/ Ensemble d’étude

On cherche I'ensemble de définition, la périodicité éventuelle, on obtient un premier intervalle : celui-ci
doit étre un multiple de la période et de 2.

On cherche ensuite a réduire cet intervalle. -

On essaye de comparer p(0)a: p(=0) ; p(O+m) ; p(t-0) et p(E -0).

On en déduit ’ensemble d’étude et d’éventuelles symétries de la courbe.

b/ Variations

On ne fait I’étude des variations de p par le signe de p” que si si cette étude est simple!
On peut trés bien s’en passer pour tracer la courbe.

c/ Signedep

L'étude du signe de p est par contre indispensable.
Elle qui figure dans le tableau de « variations » et permet de déterminer dans quel cadran on trace la
courbe.

Notons bien que, dans I’é¢tude des courbes en polaires, p peut étre négatif, alors que dans les
intégrales doubles en polaires ou triples en cylindriques et sphériques, p doit étre positif.

Un point peut donc étre repéré par le couple (p,0) ou le couple (—p, 0 + ).
La figure 35, page suivante, montre un exemple de p négatif.

d/ Tangentes

On étudie la tangente en quelques points particuliers, en utilisant : tanV = E,, qui fournit l'angle,
P
orienté, entre le rayon vecteur et la tangente.
En un point ou p(0y) = 0, la tangente a la courbe est toujours la droite : O = 0.
La figure 36, page suivante, précisent les angles utilisés.

La construction est la méme quand p est négatif, comme on le voit sur la figure 37, page suivante

e/ Etude cinématique : vecteurs vitesse et accélération

Sile parameétre t représente le « temps », et si © dépend de t